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Avant-propos 


Ce livre a été élaboré à partir d’un cours enseigné depuis 1997 dans l’un des mo- 
dules de mathématiques de la Licence Pluridisciplinaire de Sciences et Technologie 
de l’Université de Bourgogne. 

Il s’adresse à des étudiants de second cycle, qui ne voudraient pas suivre un cycle 
spécialisé en mathématiques, mais désireraient acquérir une formation générale en 
mathématiques sur les sujets abordés ici, afin de pouvoir préparer certains concours. 
Il s’agit des concours de la catégorie A ou de concours de recrutement d’enseignants 
tels que CERPE (concours externe de recrutement des Professeurs des Ecoles) ou 
CAPLP2 (Certificat d’aptitude au Professorat des lycées professionnels). 

Les prérequis sont très limités, et cet ouvrage est accessible aux étudiants ayant 
suivi un DEUG, un DUT ou même un BTS. Pour autant, il ne néglige pas la rigueur 
mathématique tout en restant dans le cadre fixé : les notions mathématiques mises 
en oeuvre sont développées intégralement, à l’exception de la théorie de l’intégrale 
de Lebesgue et de la démonstration de certains théorèmes limites qui dépassent le 
cadre fixé, à la fois par les notions à introduire et par la longueur nécessitée. 

Les questions abordées s’articulent autour des thèmes suivants : 

• Algèbre (groupes, actions de groupe, groupes de transformations), 

• Géométrie (espace affine, coniques, mouvement newtonien, angles et cocycli- 
cité), 

• Probabilités (lois discrètes ou continues, théorèmes limites). 

Chaque chapitre est suivi d’exercices, dont la plupart avec des indications for- 
mant un véritable corrigé. 

Outre les étudiants mentionnés ci-dessus, cet ouvrage est susceptible d’intéresser 
un public assez large, allant du Grand Public souhaitant prendre contact avec des 
mathématiques avancées, jusqu’aux étudiants de Licence de mathématiques pures, 
qui pourront y retrouver certains points, tels que sections coniques, mouvement 
des planètes, mesure des angles, données explicites pour la comparaison de diverses 
approximations de la loi binomiale. 

L’ouvrage est complété par des tables de lois de probabilité usuelles. Ces tables, 
ainsi que les autres données numériques concernant les Probabilités, ont été calculées 
avec le logiciel REDUCE. 

La fin d’une démonstration est signalée par un □. 


L.M 
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Chapitre 1 

Groupes, anneaux. 

1.1 Définition d’un groupe. 

Définition 1 . 1 . On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi de composition 
interne 

*:GxG -4 G 
(x,y) >-4 x*y 


ayant les S propriétés suivantes. 

(A ) La loi * est associative : 

x * (y * z) = (x * y) * z Vx,y,z€G. 

(N) La loi * possède un élément neutre : 

3e £ G x*e = e*x VxeG. 

(S) Tout élément de G possède un symétrique pour la loi * : 

Va; € G 3x' G G x * x' = x' * x = e. 

Le groupe G est dit commutatif (ou abélien) si en plus : 

(C) La loi * est commutative : 

x*y = y*x Va :,yÇ.G. 

Si G est un groupe fini, son cardinal noté card G ou |G| sera encore appelé l ordre 
de G. 

Remarques, (i) L’élément neutre e d’un groupe G est unique. En effet, si e € G 
était un autre élément neutre, on aurait e = e*e' = e'. , 

(ii) Le symétrique d’un élément x d’un groupe G est unique. En effet, si x ,x G G 
étaient deux éléments de G symétriques de x, on aurait 

x' = x' * e = x' * (x * x") = (x' *x)*x" = e* x" = x". 

Si la loi * est notée multiplicativement ( resp . additivement ), le symétrique d’un 
élément x est appelé inverse (resp. opposé ) et noté x' 1 (resp. -x). Le groupe G est 
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alors dit multiplicatif ( resp . additif). Si G est additif, l’élément neutre est noté 0. 

(iii) Pour a € G, les translations à gauche (resp. translations à droite) 

L a (resp. R a ) : G — > G 

a L a (x) = a * x (resp. R a (x) = x * a) 

sont des bijections de G sur G. On a en effet pour tout y € G : 

y — L a (x) <&y = a*x<&a'*y = x 

y = R. a (x) <^y = x*a^y*a' = x 

où a' est le symétrique de a. En particulier, chacune des équations a * x = e 
ou x * a = e implique x — a 1 . 

(iv) Pour a, b 6 G, le symétrique de a * b est (a * b)' = b' * a'. En effet, 

(a * b) * (b 1 * a') = ((a * b) * b 1 ) * a' = (a* (b* b')) * a' = (a * e) * a' = a * a' = e. 

(v) Un groupe possède au moins un élément,, à savoir son élément neutre e. 


1.2 Exemples. 

(i) Z, Q, R, C munis de l’addition + sont des groupes. 

(ii) R* = R \ {0}, R; =]0,+oo[, C* = C \ {0}, T = {z € C; |z| = 1}, 
p n = {z E C; z n = 1} (n € N* = N \ {0}) munis de la multiplication • sont des 
groupes. 

(iii) L'ensemble M n ( C) (resp. M n (R), A/„(Q), M„(Z)) des matrices n x n à co- 
efficients complexes (resp. réels, rationnels, entiers) muni de l’addition matricielle 
est un groupe. 

(iv) L’ensemble GL(n,C) (resp. GL(n,K),GL(n,Q)) des matrices n x n inver- 
sibles à coefficients complexes (resp. réels, rationnels) muni de la multiplication 
matricielle est un groupe. 

(v) L’ensemble GL(n, Z) des matrices n x n inversibles à coefficients entiers, et 
dont les coefficients de la matrice inverse sont aussi à coefficients entiers, muni de la 
multiplication matricielle est un groupe. 


1.3 Règles sur les puissances. 

1.3.1 Lemme sur l’associativité. 

Soit G un ensemble muni d’une loi interne associative *. Pour x,y,z € G, on 
pose 

x * y * z = x * (y * z) = (x * y) * z. 

De même, pour tout n ^ 3 on définit par récurrence pour x iy - •• ,x n -i,x n E G 

Xi * ■ • • * x n = (x\ * ■■■ * Æ n _i ) * x n . 

Lemme 1. 1. Soient X\,--- , x n _j,x n € G (n ^ 3). Tout produit formé avec 
Xi,- — , x n _i , x n dans cet ordre et ”des parenthèses placées de façon quelconque” 
(par exemple (xx * (x 2 * x 3 )) * ((x 4 * x 5 ) * (x 6 * x 7 )) si n =7) est égal à x x *-■■*= x n . 
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Démonstration. 

Pour n = 3, c’est la définition de l’associativité. Soit p tel que le résultat soit vrai 
pour n ^ p (hypothèse de récurrence), et démontrons qu’il est vrai pour n = p + 1. 
Soient donc xj,--- ,x p +i 6 G et x un produit formé avec *!,••• ,x p+1 . Il existe 
q (1 ^ q < p) tel que x = y * z où y est un produit formé avec Xj, • • • ,x q et z est un 
produit formé avec x 9 +i, • • • , x p+i (par exemple 

(x! * (x 2 * x 3 )) * ((z 4 * x 5 ) * (x 6 * x 7 )) = y*z 

avec y = X\ * (x 2 * x 3 ) et z = (x 4 * x 5 ) * (x 6 * x 7 )). Deux cas sont à distinguer: 

1er cas : q = p. Dans ce cas, z = x p+J . Alors y est formé avec Xi, - • • ,x p donc 

par l’hypothèse de récurrence y = xj * • • • * x p . Donc 

x = y * z — (x !*•••* x p ) * x p+ i = xj * • - - * x p * x p+ i. 

2ème cas : q ^ p - 1. Alors par l’hypothèse de récurrence y = x x * • - • * x q et 
z = x q+i *■■■* Xp|i (q + 1 ^ p). Donc 

x = (xi * ■ ■ ■ * x q ) * (x 9+ i * • • • * x p+1 ) 

= (x x * ■ ■ - * x q ) * ((x 9+ i * • • • * x p ) * X p+ i) 

= ((xi * • • • * x 9 ) * (x 9+ i * • • • * Xp)) * X p+ 1 
= (*!*•••* X, * X 9+ 1 * • • • * Xp) * Xp +1 

= Xi * • • • * x 9 * X 9 +1 * *Xp* Xp+1 . 

Ainsi le résultat est vrai pour n = p + 1. Il est donc vrai pour tout n 6 N, n ) 3 
par récurrence. D 


1.3.2 Règles. 

Si G est un groupe noté multiplicativement (resp. additivement), on pose pour 
x € G 


(resp. 


x 


n 



si n ^ 1 


si n = 0 


x H — • + x sin^l 


nx = 


n fois 


)• 


si n = 0 


( 1 . 1 ) 


( 1 . 2 ) 


Pour n ^ 0, on note 

x - " = (x -1 ) n ( rcsp. (— n)x = n(-x)). 


Alors 



n fois n fois 


(1.3) 


x 



donc 
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et de même dans le cas d’un groupe additif 

{—n)x = — (nx). 

Lemme 1. 2. Soit G un groupe multiplicatif. Pour tous x Ç. G , p,q Ç.Z on a 


x p x q = x p+9 


( X P ) 9 = X 


m 


(1.4) 

(1.5) 


Démonstration. 

Si p, q G N les égalités sont immédiates. Si p, q < 0, 

x p x q = x _|p| x ~ l91 = (x - 1 ) |p| (x -1 ) 191 = (x ’ 1 ) |p|+l91 = x-W+M = x p+q . 

(x p ) 9 = (x- |p| )- |9( = (x |p| ) 191 = x |p?l - x P9 . 

Sinon, on peut supposer p < 0 et q > 0 , le raisonnement étant analogue si p > 0 et 
q < 0. Alors 

x p x q = v x~* • — x~*x — -x, = x _|p|+9 = x p+q 

|p| fois q fois 

(x p ) 9 = (x" |p l ) 9 = ((x " 1 ) |p| ) 9 = (x - 1 ) 11 * 19 = X P9 


□ 


Le lemme précédent donne dans le cas d’un groupe additif : 

px + qx = (p + q)x , q(px) = ( qp)x Vx G G, p,q € Z. 
On notera que dans un groupe multiplicatif 

(xt/)- 1 = y~ x x~ x Vx,yeG. 

De plus, ( xy ) 2 = xyxy n’est en général pas égal à x 2 y 2 . On a en effet : 

(xy) 2 = x 2 y 2 <=?• xyxy = xxyy 
^ yx = xy. 


1.4 Anneaux, corps. 

1.4.1 Définition. 

Définition 1. 2. On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composi- 
tions internes -f et ■ ayant les propriétés suivantes. 

(i) Muni de la loi +, A est un groupe commutatif. 

(ii) La loi ■ est associative 

x • (y ■ z) = (x ■ y) ■ z Vx,y,z€A 
et distributive par rapport à l’addition 

x-(y + z) = x- y + x- z Vx, y, z £ A 
(y + z)x = y-x + zx Vx,y,z€A 
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z 


y = y-x= 1. 


0-z = z- 0 = 0VzG.4. 


On note 0 l’élément neutre de l’addition. S’il existe dans A un élément neutre pour 
la multiplication - , on le note 1 ou et on dit que l’anneau est unitaire. Si la 
multiplication est commutative, on dit que l’anneau est commutatif. On appelle coips 
un anneau unitaire tel que 1^0 et dans lequel tout élément non nul possède un 
inverse pour la multiplication, i.e. 

Vz € A \ {0}, 3y € A 

L’inverse y de i€^\{0} se note alors x' 1 . 

On notera le plus souvent xy au lieu de x - y. 

Remarques, (i) Si A est un anneau, on 
En effet, 0 - z = (0 + 0) - z = 0 • z + 0 • z donc 0-z = 0- z- 0- z = 0. De 
même pour z • 0. On a aussi (-z) • y = -(z • y) pour tous x,y G A puisque 
x ■ y + (-z) • y = (z - z) • y = 0 • y = 0. De même, z • (-y) = -(z • y). 

(ii) Un anneau nul A = {0} est unitaire puisque 0 • 0 = 0, et l’on a dans ce cas 
1=0. Réciproquement, si A est un anneau unitaire tel que 1=0, alors A = {0}. 
En effet, si 1 = 0, onaz = l- z = 0- z = 0 pour tout x G A, donc A = {0}. Si A est 
un anneau unitaire non nul, on a ainsi 1 ± 0. Un anneau unitaire non nul possède 
donc au moins deux éléments, à savoir 0 et 1 . 

(iü) Un anneau unitaire A est un corps si et seulement si l’ensemble 
A* — A \ {0} est un groupe multiplicatif. 

(iv) Si A est un anneau unitaire et n 6 Z, x Ç. A, l’élément, nx G A est défini par 
(1.2) et (1.3). On a alors 

nx = (n l)z = z(n 1) . 

En effet, pour n = 0, nx = 0 et n 1 = 0 ; pour n > 0 , c’est une application de la 
distributivité; enfin pour n < 0, 


nx 


.... ... . _ /-((Hl)z) = (-(|n|l))z = ((-|n|)l)z = (nl)z 

_( |n|)z — (\n\x) |_ (x( | n | J)) = x( _ ( |„|l)) = .((-| n |)l) aB *(nl). 


1.4.2 Exemples. 

(i) Q, R, C sont des corps commutatifs. Z est un anneau commutatif unitaire. 

(ii) L’ensemble M n (C) ( resp . M n ( R), M„(Q), M n ( Z)) des matrices n x n à coef- 

ficients dans C (resp. réels, rationnels, entiers), muni de l’addition et de la multi- 
plication des matrices, est un anneau unitaire. Il est non commutatif pour n ^ 2. 
‘ / 1 O 0 — 0 \ 

/ 0 1 O ... O \ 

L’élément neutre de la multiplication est la matrice /„ = I : : • - : I .On la note 

\ ô ô 6 i / 

simplement I si n est précisé par le contexte, et on l’appelle matiice identité. 

(iii) L’ensemble R des matrices de la forme ^ € M 2 (C) avec a,(3 e C 

est un corps non commutatif appelé corps des quatemions (voir ex. 1.20). 

(iv) nZ (n ^ 2) est un anneau commutatif non unitaire. 

(v) L’ensemble A — C(R) des fonctions continues / : R R, muni de l’addition 
et de la multiplication habituelles définies pour tous f,g € A et tout z e R par 

(f + g)(x) = f(x)+g(x) 

(/.<7)0*0 = /(*M*) 
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est un anneau commutatif unitaire l’élément unité étant la fonction constante 1. 

(vi) L’ensemble A = Cb(R) des fonctions continues / : R -+ R telles que /(O) = 0, 
muni de l’addition et de la multiplication habituelles, est un anneau commutatif non 
unitaire. S’il existait une fonction <t> (z A telle que <J)f = f V/ G A, on aurait en 
effet, en prenant en particulier pour / la fonction /(x) = x , <f>(x)x = x Vx G K, donc 
(f>(x) = 1 pour x ^ 0. On aurait ainsi (f>(x) = 0 pour x = 0 et <f>(x) = 1 pour x ^ 0. 
Cela contredirait la continuité de 1a. fonction <f>. Donc une telle fonction n’existe pas. 

1.4.3 Identités remarquables dans un anneau. 

Formule du binôme. 

Soit A un anneau et x, y deux éléments de A qui commutent , i.e. xy = yx. Alors 


(* + »)" = Ï^CÎ*""V Vn>l, 


*= 0 


ou 


n(n-l)---(n-k + l) 

~ k\ 


(1.6) 


(1.7) 


pour 1 ^ < n et C® = 1. Pour n = 1, la formule se réduit àx + y = x + y. 

Supposons la formule vraie pour n = p. Alors pour n = p -f 1, 

(x + y) p+1 = (x + y)(x + y) p 

p 


= (*+»)£ c;*"- v 

k = 0 

= E c p xP ~ k+1 y k + é c p * P ~V +1 

k—0 k = 0 

P p+1 

= É c p xP ~ k+1 y k + £ C ?' 1 

h=l 

= ^» + '£(c k + c^ 1 )x<- t *V + y rt ' 

k=l 

= x^ 1 + £ z*-*-*- y + s^ 1 

k= 1 

P+1 

= E c S«* r - k+ 'y k 


k=0 


donc la formule est vraie pour n = p + 1. Par récurrence, elle est donc vraie pour 
tout n > 1. 


Identité x n — y". 

Soit A un anneau et x, y deux éléments de A qui commutent. Alors 

x" - y n = (x - y)(x n_1 + x n-2 y + • • • + xy n ~ 2 + y"" 1 ) Vn ^ 2. (1.8) 

La vérification de cette formule est immédiate par distributivité. 
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1 . 5. G RO UPE SYMÉTRIQ UE S n . 

1.5 Groupe symétrique S n . 

1.5.1 Définitions. 

Théorème 1. 1. Soit X un ensemble et Bij (X) l’ensemble des bijections de X sur 
lui-même. Bij (X) muni de la loi o de composition des applications est un groupe. 

Démonstration. 

On sait que la composée de deux bijections est une bijection. La loi o de composi- 
tion des applications est une donc une loi interne sur Bij (X). De plus si h : X — > Y, 
g : Y Z, f : Z —ï T sont 3 applications entre les ensembles X, Y, Z, T on a 
/ o (ç o h) = (/ o g) o h puisque pour tout x Ç. X : 

U o (go h))(x) = f((g O *)(*)) = f(g(h(x))) = (/ o g)(h(x)) = ((/ o g) o h)(x). 

La loi o est donc associative. L’application identique Id sur X est clairement élément 
neutre. Pour / € Bij (X), la bijection réciproque de / est élément symétrique de / 
pour la loi o. □ 

Définition 1. 3. Pour n G N* , on appelle groupe symétrique sur n éléments et 
on note S„ le groupe des bijections de l’ensemble {1,... , n) muni de la loi o. Les 
éléments de S n s’appellent les permutations de {1, . . . ,n}. 

Pour s, t 6 S n on note simplement st. au lieu de sot Un élément s 6 «Sn se note 

^ . On appelle permutation circulaire sur p éléments ou p-cyclc 

(1 ^ p ^ n) un élément s € S n pour lequel il existe une suite de p entiers deux-à-deux 
distincts ai,a 2 , ...,a p appartenant à {l,...,n} tels que 
s(oj) = a 2 ,... , s(cp-i) = «p, s(op) = ai et s(k ) = k pour k ^ ai,... ,a p . On 
note alors s = (ai,.. . ,Gp). Un 2-cycle s’appelle une transposition. 

1.5.2 Non-commutativité. 

Pour n ^ 3, le groupe <S„ est non commutatif. On a en effet : (1, 2) (2, 3) = (1, 2, 3) 
alors que (2, 3)(1,2) = (1,3,2). 

1.5.3 Une formule fondamentale. 

Théorème 1. 2. Soit (ai, . . . ,a p ) € <S„ un p-cycle. Pour toute permutation s € S n 
on a: 



s(a,,... ,a p )s 1 = (s(a,),... ,s(a p )). 


(1.9) 


Démonstration. 

Pour tout k € {1, . . . ,rt} \ {s(ai), . . . , s(a p )}, on a s~ l (k) ^ {ai, . . . ,a p }, donc 
(ai,... , a p ) (s -1 (/c)) = s~ x (k ), et (s(ai,... ,ap)s _1 ) (fc) = s(s _1 (A;)) = k. D’autre 
part, on a pour 1 ^ j ^ p 


(s(a u ... ,a p )s ') {s(aj)) = (s(a u ... ,a p )) (a,) = 


f s (°i+i) 

\s(ai) 


si 1 ^ j < p 
si j = P 


n 
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1.6 Groupe et anneau Z / nZ. 

1.6.1 Ensemble quotient. 

Une relation d’équivalence sur un ensemble X est une relation 7Z sur X vérifiant 
les 3 propriétés suivantes : 

(Réflexivité) xlZx Vx 6 X 
(Symétrie) xTZy & yKz Vx,y € X 
(Transitivité) xTZy et yTlz => xTZz Vx, y,z e X 

Pour x Ç A' , [x] = {y G X\ xTZy} est la classe d’équivalence de x modulo K. Les 
classes d’équivalence modulo 7 Z forment une partition de X, et l’ensemble des classes 
d’équivalence (modulo 7Z) est appelé ensemble quotient (modulo 7Z). 

1.6.2 Équivalence modulo n dans Z. 

On prend ici X = Z et on définit pour n € N* la relation 7Z par 
xlZy <=> x - y e nZ. On voit facilement que 71 est une relation d’équivalence sur Z. 
On note au lieu de xTZy : x = y (mod n). L’ensemble quotient est noté Z / nZ; ses 
éléments sont les n classes distinctes [r] 0 ^ r ^ n — 1. 

Théorème 1. 3. (i) Z / nZ est un anneau commutatif unitaire. 

(ii) L’anneau Z / nZ est un corps si et seulement si n est premier. 

Démonstration. 

(i) Il faut d’abord définir la somme et le produit de deux classes. Soient 
[x], [y] € Z / nZ. Les éléments x, y G Z sont des représentants des classes respectives 
[xj, [y]. Si x',y' sont des autres représentants des classes respectives [x], [y], on aura 
x' = x (mod n), et y' = y (mod n), donc x' = x + kn et y' = y + tn avec k,£ G Z. 
Alors x' + y' = x + y + (k + i)n donc x' + y' = x + y (mod n) et [x' + y'] = [x + y]. 
Ainsi la classe [x + y] ne dépend pas des représentants x,y utilisés pour [x], [y]. On 
la note [x] + [y]. Cela définit une application + : Z / nZ x Z / nZ — >■ Z / nZ. De 
même, x'y' = (x + A:n)(y + £n) = xy + (ky + £x + k£n)n donc x'y' = xy (mod n), 
[x'y 7 ] = [xy] et la classe [xy] ne dépend pas des représentants x, y utilisés pour [x], [y]. 
On la note [x] - [y] et cela définit une application • : Z / nZ x Z/nZ->Z / nZ. Il 
reste maintenant à vérifier les différents axiomes. L’addition est associative puisque 
pour tous x,y,z Ç Z 

[x] + ([y] + [z]) = [x] + [y + z] = [x + y + z\ = [x + y] + [z] = ([x] + [y]) + [*]. 

On vérifie de même que: [0] est élément neutre pour l’addition, [— x] est l’opposé de 
[x], et [x] + [y] = [y] + [x] Vx,y € Z. Donc Z / nZ est un groupe commutatif pour 
l’addition. Les propriétés relatives à la multiplication se vérifient de la même façon, 
(ii) L’anneau Z / nZ est un corps si et seulement si [0] ^ [1], i. e. n ^ 2, et tout 
élément non nul est inversible pour la multiplication, i.c. 

V[x] î [0], 3 [y] [x][y] = [l]. 

Comme [x][y] = [xy], cette dernière condition équivaut pour n > 2 à 
Vx e {1,2,... ,n- 1}, 3 y,k. € Z xy - kn = 1, 
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ou encore d’après l’identité de Bezout 

\/x G {1,2, . . . ,n — 1}, n X x = 1 

(en notant n X x le PGCD de n et x) ce qui signifie que n est premier. □ 

Nous noterons Z n le groupe additif Z / nZ. 

1.7 Sous-groupes. 

1.7.1 Définition. 

Définition 1. 4. Soit G un groupe (noté multiplicativement). Un sous-ensemble H 
de G est appelée un sous-groupe de G s ’il possède les 3 propriétés suivantes : 

• L’élément neutre e de G appartient à H. 

• Il est stable pour la multiplication, i.e. xy G H \/x,y G H. 

• H est stable pour le passage à l’inverse, i.e. x~ x G H Vx G H. 

Si H est un sous-groupe du groupe G , il est immédiat que la multiplication dans 
G induit sur H une structure de groupe. 

1.7.2 Exemples. 

(i) Z, Q, R sont des sous-groupes du groupe additif C. 

(ii) R+ est un sous-groupe du groupe multiplicatif R*. 

(iii) T et p n sont des sous-groupes du groupe multiplicatif C*. 

(iv) K désignant un corps commutatif, l’ensemble S L(n , K) des matrices n xn à 
coefficients dans K et de déterminant 1 est un sous-groupe du groupe GL(n, K) des 
matrices nxn inversibles à coefficients dans K muni de la multiplication matricielle. 

1.7.3 Sous-groupes additifs de Z. 

Théorème 1. 4. Les sous-groupes additifs de Z sont les sous- ensembles de la forme 
nZ avec n G N. 

Démonstration. 

Soit n € N et II — nZ = {. . . , —3 n, —2 n, — n, 0, n, 2n, 3n, . . . }. H est un sous- 
groupe additif de Z puisque : 

• L’élément neutre 0 = n - 0 de Z appartient à H. 

• Il est stable pour l’addition; 

x + y = np + nq = n(p + g) E H Vx = np , y = nq G H,p,q € Z; 

• II est stable pour le passage à l’opposé, 

—x ~ —(np) = n(—p) G H Vx = np G //,pÉ Z. 

Réciproquement, soit H un sous-groupe additif quelconque de Z, et montrons 
qu’il existe un n G N unique tel que H = nZ. Si II = {0}, n = 0 est le seul 
entier de N qui convient. Supposons donc II ^ {0}. Notons que si n > 0, n est 
le plus petit élément strictement positif de nZ. S’il existe n G N tel que H = nZ, 
on a nécessairement n > 0 et n est le plus petit élément strictement positif de II. 
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D’où l’unicité de n. Pour l’existence, considérons l’ensemble //+ = {h G H] h > 0}. 
Comme H ± {0}, il existe h £ H non nul et changeant éventuellement h en -h, on 
peut supposer h > 0. Donc 11+ est, non vide. H+ est un sous-ensemble non vide de 
N donc il possède un plus petit élément n. On a n > 0 puisque n £ H+. Nous allons 
montrer que II = nZ. D’abord H D nZ. En effet, n £ H et II est un sous-groupe. 
Il faut maintenant montrer que H C nZ. Soit x £ II et montrons que x £ nZ. On 
peut supposer x ^ 0. Il existe p £ Z et r G N,0 ^ r < n, tels que x = np + r. 
Comme np £ nZ C H on a r = x - np £ H puisque II est un sous-groupe additif. 
Si l’on avait r > 0, on aurait r £ H+. Or ce n’est pas possible car r < n contredirait 
la définition de n. Donc r = 0 et x = np £ nZ. D 


1.7.4 Sous-groupes additifs de R. 

Théorème 1.5. Un sous-groupe additif de R est soit dense soit de la forme aZ 
avec a £ R,g>0. 

Démonstration. 

Soit H un sous-groupe additif de R. Si II = {0}, H = aZ avec a = 0. Supposons 
donc II ± {0}. Alors il existe h £ H non nul. Changeant éventuellement h en -h, 
on peut supposer h > 0. Donc l’ensemble H+ = {h £ H, h > 0} est non vide. 11+ est 
un sous-ensemble non vide de R minoré par 0, donc il possède une borne inferieure 
a ^ 0. Deux cas peuvent sc produire. 

1er cas : o = 0. Montrons que dans ce cas H est dense dans R, i.e. pour tout 
x G R et tout e > 0, il existe h £ H tel que \h-x\< e. Changeant éventuellement x 
en -x et h en -h, on peut supposer x ^ 0. Soient donc x ^ 0 et e > 0 quelconques. 
Comme fl = 0, il existe k G H+ tel que 0 < k < e. Si N est la partie entière de f , 
on a N ^ f < + 1, ce qui s’écrit Nk ^ x < (N + l)/c, donc 0 ^ x — Nk < k < e. 

L’élément h = Nk £ II répond à la question. 

2ème cas : a > 0- Montrons que dans ce cas H — aZ (en particulier H est non 

dense dans R). 

i) D’abord a appartient à H. Supposons en effet a g IL Comme c < 2c, il existe, 
par définition d’une borne inférieure, un h £ 11+ tel que g ^ h < 2g, et l’on a a < h 
puisque g g H. De même, il existe k £ 11+ tel que a < k < h. Alors h — k £ 11+ et 
h — k < g, ce qui est impossible puisque a est la borne inférieure de II+. 

ii) On a aZ C H puisque g G H. Il faut maintenant montrer que II C aZ. Soit 
x G H et montrons que x G aZ. On peut supposer x ^ 0. On a x = ma + r ou m 
est la partie entière de f et 0 ^ r < g. Alors r = x - ma £ H. Si l’on avait r > 0, 
on aurait r £ H+. Or ce n’est pas possible car r < a contredirait la définition de a. 
Donc r = 0 et x = ma G aZ. 


1.8 Sous-groupe engendré par une partie. 

Lemme 1. 3. Soit G un groupe. L'intersection H = Die/ d’une famille non vide 
quelconque {IIi)içi de sous-groupes de G est un sous-groupe de G. 

Démonstration. 

Par hypothèse, / / 0. e G // car e G H { Vt G /; pour tous x,y £ II, on a 
x,y £ Hi Vt G / donc xy G II, Vi G / et, xy G H. Enfin, pour tout x £ H, on a 
x£ Hi Vi € / donc x" 1 G H x Vt G I et x -1 G II. • D 
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Exemple. Soit G un groupe et X une partie de G. L’intersection de la famille de 
tous les sous-groupes de G contenant A' est un sous-groupe. Il est immédiat que 
c’est, le plus petit sous-groupe (pour 1a. relation d’inclusion) de G contenant X. On 
l’appelle sous-groupe engendré par X et on le note {X). On a donc par définition : 

(X)= f) H 

H3X 

//sous-groupe 

Lorsque X est réduit à un élément x G G, X = {x}, on note simplement (x) au lieu 
de H = ({x}) et on dit simplement que (x) est le sous-groupe engendré par x. 

Lemme 1. 4. Soit G un groupe et x G G. On a: 

(x) = {x 71 ; n G 2Ü}. 

Démonstration. 

Le sous-groupe (x) de G contient x donc contient aussi x" \/n G Z, donc 
(x) D {x n ; n G Z}. Or on voit facilement que {x n ; n G Z] est un sous-groupe de G, 
et comme il contient x, il contient le sous-groupe engendré par x. D’où l’égalité. □ 

Définition 1. 5. Un groupe G est dit monogène s’il existe x G G tel que G = (x). 
Un groupe monogène fini est dit cyclique. 

Lemme 1. 5. Soit G un groupe, X une partie non vide de G et (X) le sous-groupe 
engendré par X. On a : 

(X) = {x G G; 3p G N*,x = Xj . . . x p , x ,• G X ou x~ l G X Vi, 1 ^ i ^ p) . 

Démonstration. 

Soit 

A = {x G G; 3p G N*, x = x x . . . x p , X; G X ou x" 1 G X Vi, 1 ^ i ^ p] . 

On a A' C A C G. Il est immédiat que tout sous-groupe de G contenant X contient 
aussi A. Donc A C (X). Pour montrer qu’on a l’égalité, il suffit de montrer que 
A est un sous-groupe de G. D’abord comme X ^ 0 , il existe a G X et donc 
e = aa -1 G A. Ensuite si x = X \ . . . x p (x,- G A r ou x^ 1 G X Vi, 1 ^ i ^ p) et 
y = y \ . . . y q (yj G X ou yf 1 G X Vj, 1 ^ j ^ q) sont deux éléments de A, on 
a xy = x \ . . . Xpî/i . . . y q = z x . . . z v+q avec z k = x k pour 1 ^ k p et z k = y k - p 

pour p + 1 ^ k ^ p + q. Comme z k G A" ou zf l G X Vfc, 1 ^ k ^ p + q, on a 

bien xy G A. Enfin x -1 = (xj ...x p ) _1 = x~ l ...xf 1 = si...s p avec s,- = ® p +x-<» 

donc Si G X ou s, -1 G X Wi, 1 ^ i ^ p et x -1 G A. Cela prouve que A est un 

sous-groupe de G. 

□ 


1.9 Homomorphismes de groupes. 

1.9.1 Définition. 

Définition 1. 6. Soient G, G' deux groupes. Une application f : G — > G 1 est 
appelée un homorphisme de groupes si elle possède la propriété suivante : 

f(xy) = f(x)f(y) V x, y G G. 

Si en plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de G sur G ' , et on note 
alors G = G'. 
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1.9.2 Exemples. 

Les applications suivantes sont des homomorphismes de groupes. 

(i) / : R — > R+ x f(x) = e x . 

(ii) / : R — > T x i-> /(x) = e' x = cos x -f i sin x. 

(iii) / : C — > C r H+ /(z) = e' = S- 

(iv) / : GL(n,R) — » R' /l ^ /(A) = detA où det, A désigne le déterminant de 
A. 

1.9.3 Propriétés immédiates. 

Proposition 1. 1. Soient G, G' deux groupes et f : G — > G' un homorphisme de 
groupes. Alors 

(i) /(e) — c' (e, e désignent les éléments neutres de G, G' respectivement). 

(ii) /(x" 1 ) = (/(x))- 1 V x G (7. 

Démonstration. 

(i) On a /(e) = f(ee) = f(e)f(e), donc e' = f(e) par multiplication par (/(e)) -1 . 

(ii) Pour tout x G G, on a /(x -1 )/(x) = /(x _1 x) = /(e) = e' donc 

/(x" 1 ) = (/(x))" 1 . □ 

Proposition 1. 2. (i) Soient G, G', G" des groupes et f : G — > G', g : G 1 — > G" 
des hornorphismes de groupes. Alors l’application composée h = go f : G — V G" est 
un homoiphisme de groupes. 

(ii) Si f : G — > G' est un isomorphisme de groupes, la bij action réciproque 
g = f~ l : G 1 — ► G est aussi un isomorphisme de groupes. 

Démonstration. 

(i) On a pour tous x,y G G 

(g o f)(xy) = g(f(xy )) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (g o /)(x) (g o f)(y). 

(ii) Pour tous x',y' G G' on a en posant x = f~ x (x'),y = f~ 1 (y') ■ 

f(xy) = f(x)f(y) = xV donc /-(xV) = xy = f~\x)f- x (y'). Ainsi est 

un homomorphisme de groupes, donc un isomorphisme puisque bijectif. □ 


1.9.4 Automorphismes, sous-groupes distingués. 

Définition 1. 7. Soit G un groupe. On appelle automorphisme de G un isomor- 
phisme de G sur lui-même. On note Aut(G) l’ensemble des automorphismes de 
G. 

Proposition 1. 3. Aut(G) est un groupe pour la loi o. 

Démonstration. 

On va montrer que Aut (G) est un sous-groupe du groupe Bij (G) des bijections 
de G sur lui-même. 

• Par définition Aut (G) C Bij (G). 

• L’application identique Id G Bij (G) est un homomorphisme, donc appartient à 
Aut (G). 
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• Pour tous f,g £ Aut (G), la bijection f o g est un homomorphisme puisque / et g 
sont des homomorphismes, donc f o g £ Aut (G). 

• Pour tout / £ Aut (G), la bijection réciproque / -1 est un isomorphisme de G sur 

G, donc 6 Aut (G). □ 

Automorphismes intérieurs. 

Proposition 1. 4. Soit G un groupe. Pour tout x £ G, l’application Int (x) de G 
dans G définie par Int (x)(y) = xyx -1 Vy £ G est un automorphisme de G. On 
appelle Int (x) l’automorphisme intérieur de G défini parx. 

Démonstration. 

Pour tout x € G, Int (x) est bijectif puisque 

\/z, y £ G, z = Int (x)(y) z = xyx -1 y = x~ 1 zx } 

i.e. tout z £ G possède un antécédent unique. D’autre part Int (x) est un homomor- 
phisme puisque 

Int (x)(yz) = xyzx~ x = xyx~ l xzx~ 1 = Int (x)(y) Int (x)(z) Vy,z 6 G. 

□ 

Remarque. Si G est commutatif, le seul automorphisme intérieur est l’identité. 


Sous-groupe distingué. 

Définition 1.8. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit distingué dans G (nota- 
tion : H < G) s’il est stable par tous les automorphismes intérieurs de G, i.e. 

Int (x)(H) C H VxeG 


ce qui s’écrit aussi 


xHx~ l C H Vx G G 


( 1 . 10 ) 


Remarque. Si G est commutatif, tout sous-groupe de G est distingué dans G. 

Proposition 1. 5. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué dans G si et 
seulement si 


xHx 1 — II Vx G G 


( 1 . 11 ) 


Démonstration. 

La condition (1.11) implique la condition (1.10). Montrons que la condition (1.10) 
implique la condition (1.11). Soit donc H un sous-groupe de G vérifiant (1.10). Pour 
montrer que H vérifie la condition (1.11), il suffit de montrer que 

H C x//x _1 VxeG (1.12) 

Soit donc a £ G quelconque. La condition (1.10) appliquée avec x = a -1 donne 

a~ l Ha C H 

ce qui s’écrit encore en multipliant à gauche par g et à droite par a -1 : 

H C aHa~ l . 

Comme a est arbitraire, (1.12) est démontrée. A 
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Classes de conjugaison. 

Définition 1. 9. Soit G un groupe. On appelle conjugaison dans G la relation dé- 
finie dans G par 

x7ly<^3aeG y = axa~ l . 

On vérifie facilement que la conjugaison est une relation d’équivalence dans G. 
Une classe d’équivalence est appelée une classe de conjugaison de G. 

Centre d’un groupe. 

Définition 1. 10. On appelle centre d’un groupe G le sous-ensemble 

Z(G ) = {a £ G \ax — xa Va: G G}. 

Proposition 1. 6. Le centre Z(G) d’un groupe G est un sous-groupe distingué de 
G. 

Démonstration. 

D’abord Z(G ) est un sous-groupe de G : 

• Par définition Z(G) C G. 

• L’élément neutre e de G appartient au centre Z(G). 

• Pour tous a, 6 G Z(G), on a abx = axb = xab \/ x € G, donc ab G Z(G). 

• Pour tout g G Z(G) et tout x G G, on a ax = xa d’où, successivement, x = a _1 æa 

et xa~ l = a~ x x. Donc a -1 G Z(G). 

Ensuite, on a pour tout g G Z (G) et, tout x £ G 

xax ~ 1 = axx~ l = a G Z(G) 

donc Z (G) est distingué dans G. D 

1.9.5 Propriétés des homomorphismes, image, noyau. 

Rappelons que si / : X — y Y est une application d’un ensemble X dans un 
ensemble Y, on appelle image réciproque d’une partie B de Y, et on note le 

sous-ensemble de X 

f- l (B) = {x£X; f(x)£B}. 

On appelle image d’une partie A de X, et on note f(A), le sous-ensemble de Y 

f(A) = {y G U; 3x G A y = f(x)}. 

Théorème 1. 6. Soit f : G — y G 1 un homomorphisme de groupes et e, e' les 
éléments neutres de G , G' respectivement. 

(i) Kerf = f~ l ({e'}) est un sous-groupe distingué de G. 

(ii) f est injectif si et seulement si Kerf = {e}. 

(iii) Im f = f(G ) est un sous-groupe de G'. 

(iv) Pour tout sous-groupe H de G, f(B) est un sous-groupe de G 1 . Si H est distingué 
dans G, f(H) est distingué dans f(G). 

(v) Pour tout sous-groupe H' de G', f~ x {H') est un sous-groupe de G. Si H' est 
distingué dans G', f~ 1 (H') est distingué dans G. 
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Démonstration. 

(i) D’abord Ker / est un sous-groupe de G: 

• Par définition Ker f C G. 

• D’après la Prop. 1.1 /(e) = e' donc e G Ker/. 

• Pour tous x,y G Ker /, on a /(xy) = /(x)/(y) = e't' = e', donc xy G Ker/. 

• Pour tout x G Ker /, /(x -1 ) = (/(x)) - ’ = (e') -1 = e' donc x -1 G Ker/. 

Ensuite, pour vérifier que Ker / est distingué dans G il faut vérifier que 
yxy~ l G Ker / Vx G Ker /, Vy G G. Or 

f(yxy~ l ) = f(y)f(x)f(y~ l ) = /(y)/(y _1 ) = e' 

puisque /(x) = e et /(y -1 ) = (/(y)) -1 . Donc /(yxy -1 ) = e' et yxy -1 G Ker/. 

(ii) Supposons / injectif. Soit x G Ker/. On a /(x) = /(e) donc x = e. Cela 
prouve que Ker / = {e}. Réciproquement, supposons Ker / = {e}. Soit x, y G G tels 
que /(x) = /(y). Alors /(xy -1 ) = /(x)(/(y)) -1 = e, donc xy -1 G Ker/. Comme 
Ker / = {e},xy -1 = e et donc x — y. Cela prouve que / est injective. D’où l’équi- 
valence: / injective <=> Ker / = {e}. 

(iii) 

• Par définition /(G) C G'. 

• e' = /(e) e /(G). 

• Pour tous x 7 ,y 7 G /(G), il existe x, y G G tels que x' = /(x) et y' = /(y). On a 
alors x'y 7 = /(x)/(y) = /(xy), donc x'y 7 G /(G). 

• Pour tout x' G /(G), il existe x G H tel que x 7 = /(x) et alors 

(x 7 ) -1 = (/(x))- 1 = /(x -1 ) G /(G). 

(iv) D’abord /(/f) est un sous-groupe de G 7 : il suffit de reprendre en le généralisant 
le raisonnement de (iii). 

• Par définition /(//) C G 7 . 

• e 7 = /(e) G /(//). 

• Pour tous x 7 , y 7 G f(H ), il existe x, y G H tels que x 7 = /(x) et y 7 = /(y). On a 
alors x'y 7 = /(x)/(y) = /(xy). Or xy G /f puisque /f est un sous-groupe de G, donc 

*V e /(ff). 

• Pour tout x 7 G /(H), il existe x e H tel que x 7 = /(x) et alors 

(x 7 ) -1 = (/(x)) -1 = /(x -1 ) G f(H) puisque x -1 G H. 

Ensuite, pour vérifier que /(//) est, distingué dans /(G) il faut vérifier que 
yV(y 7 ) -1 G /(//) Vx 7 G /(//), Vy 7 G /(G). Il existe x G H et y e G tels que 
x 7 = /(x) et y 7 = /(y). Alors 

yV(y 7 )- 1 = /(y)/(x)(/(y))"‘ = /(y)/(x)/(y _1 ) = /(yxy -1 ). 

Or yxy -1 G H puisque x G // et que // est distingué dans G. Donc y 7 x 7 (y 7 ) -1 G /(// ) 
d’où le résultat. 

(v) il suffit de reprendre en le généralisant le raisonnement de (i). D’abord 
est un sous-groupe de G : 

• Par définition f~ l (H') C G. 

• On a /(e) = c 7 . Or e 7 G H' puisque //' est un sous-groupe de G 7 . Donc e G f~ 1 (H'). 

• Pour tous x,y G / -, (/f 7 ), on a /(x) G H' et /(y) G //'. Alors 
/(xy) = /(x)/(y) G //' puisque H' est un sous-groupe de G 7 . Donc xy G / -1 (/T). 

• Pour tout x G / -1 (//'), /(x -1 ) = (/(x)) -1 G H’ puisque /(x) G //' et que H' est 
un sous-groupe de G 7 . Donc x -1 G / -1 (//'). 



16 


CH A PITRE 1. GROUPES, ANNEA UX. 


Ensuite, pour vérifier que / 1 (//') est, distingué dans G il faut vérifier que 
l ,xy-' G f-'(H') Vx G /-*(#'), Vy G G. Or 

/(ra- 1 ) = f(v)f(*)f(y- 1 ) = MMUM)"' e //' 

puisque /(x) G H\ f(y) G G' et IV est distingué dans G'. D’où le résultat. □ 

Définition 1. 11. Soit f : G — ► G' un homomorphisme de groupes. Le sous- 
groupe distingué Kerf = / _1 ({e'}) de G s'appelle le noyau de f, et le sous-groupe 
Jm f = f(G) de G' s'appelle l'image de f. 


1.10 Classes à gauche, à droite, groupe quotient. 

1.10.1 Équivalence à gauche modulo H. 

Définition 1. 12. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle équiva- 
lence à gauche modulo H la relation définie dans G par 

x = y (mod H) <=> x~ l y G H. 

On vérifie facilement que l’équivalence à gauche modulo H est une relation 
d’équivalence dans G. La classe d’équivalence d’un élément x G G est le sous- 
ensemble [x] = xH = {y G G; 3h G H y = xh}\ on l’appelle classe de x à 
gauche modulo H. L’ensemble quotient se note G/ H. On l’appelle espace homogène 
(à gauche) modulo H. 

Proposition 1. 7. Pour tous x,y G G, on a: 

x = y (mod H) =$- ax = ay (mod H) Va G G. 

On dit que l'équivalence à gauche modulo H est compatible à gauche avec la multi- 
plication de G. 

Démonstration. 

(ax)~ l ay — x~ i a~ l ay = x~ l y G H. D 

1.10.2 Équivalence à droite modulo H. 

On définit de même l’équivalence à droite modulo H par 

x= d y (mod H) yx~ 1 G H. 

L’équivalence à droite modulo H est aussi une relation d’équivalence dans G. La 
classe d’équivalence d’un élément x G G est le sous-ensemble 
[x] j = Hx = {y G G; 3h G H y = hx}\ on l’appelle classe de x à droite mo- 
dulo II. L’ensemble quotient est appelé espace homogène à droite modulo H. Pour 
tous x, y G G, on a : 

x= d y (mod H) => xa= d ya (mod //) Va G G. 

On dit que l’équivalence à droite modulo H est compatible à droite avec la multi- 
plication de G. 
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1.10.3 Cas d’un sous-groupe distingué: groupe quotient. 

Proposition 1. 8. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. H est distingué 
dans G si et seulement si pour tout x G G la classe à gauche x H modulo H coïncide 
avec la classe à droite Hx modulo H. Cela signifie aussi que les deux relations 
d’équivalence à gauche et à droite modulo II coïncident. 

Démonstration. 


H < G •» 
« 


xHx- 1 CH Vx € G 
xHx~ l = H \/x G G (Prop. 1.5) 
xH = Hx Vx G G 


□ 


Théorème 1. 7. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Alors G/ H 
est un groupe appelé groupe quotient de G par H. L ’ application n : G — >• Gj H 
définie par ît(x) = [x] = xH est un homomorphisme de groupes surjectif appelé 
projection canonique. 


Démonstration. 

Il faut d’abord définir le produit de deux classes. Soient [x], [y\ G G/ H. Les élé- 
ments x,y G G sont des représentants des classes respectives [x], [y]. Si x',y' sont 
des autres représentants des classes respectives [x], [y], on aura x' = x (rnod H), et 
y' = y (mod H), donc x' = x/i et y 1 = yk avec h,k G H. Alors 
x! y' — xhyk = xyy~ 1 hyk. Or y~ l hy G H puisque H est distingué. Donc y~ l hyk G H 
et alors x'y' = xy (rnod H), et [x'y'\ = [xy\. Ainsi la classe [xy] ne dépend pas des 
représentants x,y utilisés pour [x] , [y] . On la note [x][y], Cela définit une multipli- 
cation ■ : G/H x G/H —> G/H. La multiplication est associative puisque pour tous 

= [x][yz] = [ xyz ] = [xy] [z] = ([*][y])[*]. 


On vérifie de même que [e] est élément neutre, et que [x -1 ] est l’inverse de [x]. 
Enfin, l’application 7r : G — > G/ H définie par 7r(x) = [x] = xH est surjective par 
définition de G/ H. C’est un homomorphisme par définition de la multiplication dans 
G/H. □ 


1.10.4 Exemple. 

Pour G = Z et H = nZ, G/ H est le groupe additif Z n = Z / nZ déjà défini. 


1.10.5 Théorème de Lagrange. 

Théorème 1. 8 (Théorème de Lagrange). Soit G un groupe et H un sous-groupe 
de G. Si G est un groupe fini, alors l’ordre de II divise l’ordre de G. 

Démonstration. 

Si G est d’ordre fini n, H est aussi d’ordre fini. Notons p l’ordre de II. Les classes 
à gauche modulo H forment une partition de G; elles sont en nombre fini q. Elles 
ont toutes le même cardinal p que H, puisque pour tout x G G l’application h xh 

de H sur la classe xH est une bijection. On a donc n = pq. □ 
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1.11 Décomposition canonique d’un homomorphi- 
sme de groupes. 

Théorème 1. 9. Soit f : G — y G' un homomorphisme de groupes et 

TT ; G — y G/Kerf la projection canonique. Il existe un homomorphisme unique 

f : G /Ker f — y G' 

rendant le diagramme suivant commutatif : 



G/Kerf 


L’homomorphisme f est injectif et c'est un isomorphisme de G/ Ker f sur Im f. 

Démonstration. 

Pour igG, 7 r(x) = [x] = x Ker / est la classe à gauche de x modulo Ker / (elle 
coïncide avec la classe à droite puisque Ker / est distingué). S’il existe une applica- 
tion / : G/ Ker / — y G' rendant le diagramme commutatif, on aura nécessairement 
pour tout x G G : 

/([x]) = />(*)) = /(*)• 

Cette expression montre que si une telle application existe, elle est unique. Mon- 
trons qu’elle existe. Soit, 7r(x) = [x] = xKer / G G /Ker f. L’élément x G G est un 
représentant de la classe [x]. Si y € G est un autre représentant de cette classe, 
on a y = x (mod Ker /), i.e. il existe h G Ker / tel que y = xh. On a alors 
f(y) = f(xh) = f(x)f(h) = /(x). L’élément /(x) G G' ne dépend donc pas du 
représentant utilisé pour [x]. On définit alors une application f : G/ Ker / — y G' en 
posant /([x]) = /(x). Par définition, cette application rend le diagramme commu- 
tatif. 

L’application / est un homomorphisme de groupes. On a en effet pour tous 

X ’ y£G ' /([x][y]) = f([xy]) = f(xy) = f(x)f(y) = /([*])/( [y]) - 
L’homomorphisme / est injectif. On a en effet Ker / = {[e]} puisque 

/([x]) ~ e' <£> /(x) = f' ^ x G Ker / [x] = [e]. 

Enfin, l’image de / est la même que celle de /, donc / est une Injection de G / // sur 
Im /. D 

1.12 Structure des groupes monogènes. 

1.12.1 Théorème de structure des groupes monogènes. 

Théorème 1. 10. Soit G un groupe monogène. Alors: 

{ 2 si G est infi ni 
Z n si G est fini d’ordre n. 
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Démonstration. 

Soit x G G tel que G = ( x ). L’application / : Z -» G définie par /(x) = x n 
est un homomorphisme de groupes, et / est surjectif. Le noyau H = I\ ex f est un 
sous-groupe de Z. Si H = {0}, / est injectif, donc est un isomorphisme de Z sur G. 
Sinon, H est de la forme nZ avec n G N* et, la décomposition canonique de / donne 
un isomorphisme / de Z T1 sur G. □ 

1.12.2 Ordre d’un élément. 

Définition 1. 13. On appelle ordre d’un élément x d’un groupe G l’ordre du sous- 
groupe { x ) de G engendré par x si ce sous-groupe est fini. Sinon, on dit que x est 
d’ordre infini. 

Théorème 1. 11. Soit G un groupe et x Ç. G. 

(i) x est d’ordre fini si et seulement si H + = {A: G N*; x k = ej ÿé 0 . L’ordre d de x 
est alors le plus petit élément de L/ + , et l’on a: 

{k ÉZ;i‘ = e} = dZ, (x) — {e, x, x 2 , ••• , x d_1 }. 


(ii) Si G est un groupe d’ordre fini n, tout x G G est d’ordre fini et l’ordre d de x 
divise n. 

(iii) Si G est un groupe d’ordre fini n, alors x n = e Vx G G. 

Démonstration. 

(i) Soit / : Z — > (x) défini par f(k) = x k VA: G Z. / est un homomorphisme, et 
il est surjectif puisque (x) = {x"; n G Z}. Or 

H + = 0 O x k Ï e VA: € N* 
x k ÿLe VA: G Z* 

^ Ker / = {0}. 

Donc d’après le Th. 1.10, x est d’ordre fini si et seulement si H + 0. Dans ce cas, 
si d désigne l’ordre de x, on a Ker / = dZ et la décomposition canonique de / donne 
un isomorphisme / de Zj sur (x). Comme /([r]) = x r pour 0 ^ r < d et que / est 
surjectif, 

(x) = {e, x, x 2 , • ■ • ,x d -'}. 

(ii) Il = (x) est un sous-groupe de G, donc l’ordre d de H est fini, et divise n d’après 
le Théorème de Lagrange. 

(iii) Soit x G G quelconque. D’après (ii), l’ordre d de x divise n : n = kd. Alors 

x r = x kd = (x d ) k = e. □ 

Remarque. Dans le cas où le groupe G est noté additivement (avec élément neutre 
0) et non pas multiplicativement, les parties (i) et (iii) du Théorème 1.11 se lisent: 
(i)’ x est d’ordre fini si et seulement si H+ = {k G N*; kx = 0} ^ 0. L’ordre d de x 
est alors le plus petit élément de H + , et l’on a: 

{A: G Z; A:x = 0} = dZ, (x) = {e, x, 2x, • • • , (d — l)x}. 


(iii)’ Si G est un groupe d’ordre fini n, alors nx = 0 Vx G G. 
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Exemple. Dans le groupe additif G = 2 C , les divers éléments ont les ordres suivants : 


élément 

ordre 

[0] 

1 

[1] 

6 

[2] 

3 

[3] 

2 

[4] 

3 

[5] 

6 


1.12.3 Sous-groupes des groupes monogènes. 

Théorème 1. 12. Tout sous-groupe d’un groupe monogène est monogène. 

Démonstration. 

Soit G = ( x ) et H un sous-groupe de G. L’application / : 2 — » G définie par 
f(k) = x k est un homomorphisme de groupes, et / est surjectif puisque G est en- 
gendré par x. Comme II est un sous-groupe de G, l’image réciproque / l (H) de 
H par / est un sous-groupe de 2, donc il existe p G N tel que / l (H) = P^j. 
Soit y G H arbitraire. Comme x engendre G , il existe n G 2 tel que y = x 11 . 
On a alors n G f~'{H) puisque y £ H, donc n = pq avec q G 2. Cela implique 
y = x pq = (x p ) q G (x p ). Comme y G H est arbitraire, H C (* p )- Mais 
p £ pZ = donc x p G H ce qui implique ( x p ) C //, d’où l’égalité. □ 

1.12.4 Sous-groupes des groupes cycliques. 

Théorème 1. 13. Soit G = (x) un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout diviseur d 
de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de G. Ce sous-groupe est Hd = (x p ) 
avec p = 5- On a aussi Hd — {y G G; y d = e}. 

Démonstration. 

Soit p = ^ . L’ordre de l’élément x p de G est d et le sous-groupe de G engendré 
par x p est 

= 

C’est un groupe cyclique d’ordre d. 

Montrons que Hd est le seul soirs-groupe d’ordre d de G. Soit H un sous- 
groupe d’ordre d de G. On sait (Th. 1.12) que H est monogène, donc il existe 
r G {0, ... ,n — 1} tel que II = (x r ). Comme H est d’ordre d, il en est de même de 
æ r , donc x rd = e. Comme x est d’ordre n, cela implique que n divise rd: rd = kn 
avec A: G N. On a alors : 

x r = x^=x ! f = x pk G (x p ) = Hd 

donc H = ( x r ) C H d . Mais H et H d ont le même ordre d, donc on a l’égalité H = H d . 

Enfin, K = {y G G; y d = e) est un sous-groupe de G, et Hd C K puisque Hd est, 
d’ordre d. Or K est monogène, donc il existe s G {0, . . . , n — 1} tel que A = (^ s )- On 
a x s G K, donc x sd = e, ce qui implique comme ci-dessus x 5 G Hd- Alors A C Hd , 
d’où l’égalité . ’ D 
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Remarque. Le Théorème 1.13 s’énonce dans le cas du groupe cyclique additif 
Z n (n G N*) : pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de 
Z n . Ce sous-groupe est H 4 = ([p]) avec p = J, et l’on a aussi 

H d = {[k\-kez-d[k} = [0}}. 

1.13 Produit direct. 

Théorème 1. 14. Soient G\ et G 2 deux groupes. L'ensemble produit cartésien 
G\ x G 2 = {(a;, y); a: G Gi,y E G 2 } muni de la loi interne 

(x, y) ■ (x\ y') = (xx\ yy') (1.13) 

est un groupe. Le groupe G\ x G 2 est commutatif si et seulement si G\ et G 2 le sont. 

Démonstration. 

Il est clair que la loi est bien une loi interne sur l’ensemble produit cartésien 
G] x (j 2 - Elle est associative car pour tous ( x,y ), (x(y'), ( x",y ") G G\ x G 2 , on a 

(x, y) ■ ((x', y') ■ (x", y")) = (x, y) ■ (x'x", y' y") 

= (xx'x", yyy") 

= (xx',yy')-(x",y") 

= ((x,y)(x‘,y'))-(x",y"). 

Si ci et e 2 désignent les éléments neutres de Gi et G 2 respectivement, il est immédiat 
que le couple (ei,e 2 ) est élément neutre de G\ x G 2 . Pour tout (a :,y) E G\ x G 2 , 
l’élément ( x~ l ,y~ ’) G G\ x G 2 vérifie 

( x,y ) • (x _1 ,y _1 ) = (x~\y~ l ) - ( x,y ) = (e,,e 2 ). 

G 1 x G 2 est donc un groupe. Enfin on a: 

G\ X G 2 commutatif (a;, y) • (a/, y') = (a:', y') ■ (x, y) 

Vx,x' G Gj Vy, y' E G 2 

<=► (xx', yy 1 ) = (x'a:, y'y) Va;, a;' G G! Vy, y' G G 2 
xx' = x'x et yy' = y'y Va:, a:' G G\ Vy, y 7 G G 2 
<=> Gi commutatif et G 2 commutatif 

□ 

Définition 1. 14. Le groupe G\ x G 2 avec la loi (1.13) est appelé le produit direct 
des deux groupes G\ et G 2 - 

Théorème 1. 15. Soient p,q deux entiers > 0 premiers entre eux: p Xq = 1. Alors 
TL m est isomorphe au produit direct Z p X Z ç . 

Démonstration. 

Considérons l’application / : Z — > Z 7 , x Z 9 définie par f(x) = ([ar] p , (a:] 9 ), où [x] p 
et [æ] 9 désignent respectivement les classes de x modulo p et modulo q. On a 

f(x + x') = ((a; + x'\ p , [a; + 3 ;%) 

= (M? + [z'in M? + M?) 

= ([ x ]p) Mî) + (t x ]p> [ x ]ç) 

= /(*)+/( *') 
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donc / est un homomorphisme de groupes. Le noyau Ker / est formé des x 6 Z tels 
que ([*]„, [x] 9 ) = ([0], [0]), Le. x est divisible par p et x est divisible par q. Mais p et 
q sont premier entre eux, donc cela équivaut à dire que x est divisible par pq, Le. 
x 6 pqZ. Ainsi Ker / = pqZ. La décomposition canonique de l’homomorphisme / 
donne alors un homomorphisme injectif 

/ : Z/pqZ = Z m — * Z p x Z q . (1.14) 

Comme Z n et Z v x Z q ont le même cardinal pq, f est bijectif, donc c’est un isomor- 
phisme. D 

Corollaire (Lemme chinois). Soient p,q deux entiers > 0 premiers entre eux. 
Pour tous k,£ G Z, il existe n € Z tel que n = k (mod p) et n = £ (mod q). 

Démonstration. 

Considérons l’élément ([/c] p , [£],) de Z v x Z q . Comme l’application / de (1.14) est 
bijective, il existe n E Z tel que ([fc] p , \£\ q ) = /([”])• Or f ([ n ]) = ([ n ]p>[ n ]g)î ^ onc 
[k] p - [nj p et [£] q = [n]„ Le. n = k (mod p) et n = £ (mod q). □ 

1.14 Notions analogues dans les anneaux. 

1.14.1 Sous-anneaux. 

Définition 1. 15. Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A tout sous- 
ensemble B C A ayant les propriétés suivantes. 

(i) B est un sous-groupe additif de A- 

(ii) B est stable pour la multiplication dans A, Le. xy G B pour tous x,y € B. 

Si B est un sous-anneau de l’anneau A, il est immédiat que l’addition et la 
multiplication dans A induisent sur B une structure d’anneau. 

1.14.2 Sous-corps. 

Définition 1. 16. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-ensemble 
L C K ayant les propriétés suivantes. 

(i) L est un sous-anneau de K. 

(ii) 1 Ç. L. 

(iii) x € L Vï G L, x / 0. 

Si L est un sous-corps du corps K, il est immédiat que l’addition et la multipli- 
cation dans K induisent sur L une structure de corps. 

1.14.3 Idéaux. 

Définition 1. 17. Soit A un anneau quelconque. On appelle idéal bilatère de A tout 
sous-ensemble X C A ayant les propriétés suivantes. 

(i) X est un sous-groupe additif de A. 

(ii) ax ÇlX et xa € X pour tout a & A et tout x € X. 

Lorsque Panneau A est commutatif, on dit simplement ” idéal” au lieu de ” idéal 
bilatère 
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Exemple. Les idéaux de Z sont les sous-groupes additifs nZ, n G N. 

Proposition 1. 9. Les seuls idéaux bilatères d’un corps K sont {0} et K. 

Démonstration. 

Soit X un idéal bilatèrc du corps K. Si X ^ {0}, il existe x G X, x ^ 0. Alors 
1 = x~ * x G X. On a alors y = y ■ 1 € X pour tout y G K , donc X = K. D 

Proposition 1. 10. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout a G A, le 
sous-ensemble aA = {«æ; x G A} de A est un idéal de A. C’est le plus petit idéal 
(pour l’inclusion ) contenant a. 

Démonstration. 

On a 0 = a ■ 0 G aA, ax + ay = a(x + y) G aA , -ax = a(-x) G aA , Vx, y € A, 
donc. aA est un sous-groupe additif de A. De plus pour tous x,y G A, 
(ax)y = a(xy) G aA donc aA est un idéal de l’anneau commutatif A. Il contient 
l’élément a puisque a = a-1 € a A. Enfin, si X est un idéal quelconque de A contenant 
l’élément fl, on aura ax G X pour tout x G A, donc aA G X. 

Définition 1. 18. Soit A un anneau commutatif unitaire et a G A. L’idéal aA est 
appelé l’idéal engendré par a et est noté (a). Un idéal X de A est dit principal s il 
existe a G A tel que X = (a). L’anneau A est dit principal si tout idéal est principal. 

Exemples. 

(i) Z est principal. 

(ii) Soit K un corps commutatif. L’anneau K[X) des polynômes à l’indéterminée 
X est principal. D’une façon précise, on a: 

Théorème 1. 16. Soit X un idéxil de A [A]. 

(i) Il existe P G A'[X] tel que X = (P). 

(ii) P est déterminé de façon unique parX, à un facteur multiplicatif constant ± 0 
près. 

Démonstration. 

(i) • Si X = {0}, P = 0, et (ii) est dans ce cas trivial. 

• Supposons X ± {0}. Il existe dans X des polynômes ± 0. L’ensemble de leurs 
degrés est une partie de N, donc a un plus petit élément n. Soit P ^ 0 un polynôme 
de X ayant le degré n. Si A G X, on peut écrire A — PQ -\- R avec R = 0 ou 
0 <$ deg R < n. Comme R = A - PQ G X, la condition 0 ^ deg R < n est 
impossible, donc R = 0 et A = PQ. Cela prouve que X C ( P )■ Comme ( P ) C X, on 
a l’égalité. 

(ii) On a (P) = (P') si et seulement si P et P' se divisent l’un l’autre, i.e. s’il existe 
AG A',A / 0 tel que P' = XP. D 

Définition 1. 19. Un idéal bilatère X d’un anneau A est dit maximal siX ± A et 
si tout idéal bilatère J tel que X C J C A vérifie J = X ou J = A. 

Exemples. 

(i) Un idéal X = (n) = nZ de Z (n G N) est maximal si et, seulement si n est un 
nombre premier. 

(ii) Un idéal X = (P) de K[X] (K corps commutatif) est maximal si et seulement 
si le polynôme P est irréductible, i.e. P 0,deg P ^ 1, et les seuls diviseurs de P 
sont les éléments X G K, X ± 0 ou les polynômes de la forme XP avec A G A, X ± 0. 
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1.14.4 Centre d’un anneau. 


Définition 1. 20. On appelle centre d’un anneau A le sous- ensemble 


Z(A) = {« € A ;ax = xa Vx G -4}. 

Proposition 1. 11. Le centre Z(A) d’un anneau A est un sous-anneau de A. 


Démonstration. 

On a0« = 0 = «0 pour tout a G A, donc 0 G Z(A). Pour tous x, y G Z(A ) : 

• (x + y)a = xa + ya = ax + ay = a(x + y) Va G .4, donc x + y G Z(A); 

• (— x) a — —(xa) = — (ax) = a (— x) Va G A, donc — x G Z(A); 

• xya = xay = axy Va G A , donc xy G -£(.4)- □ 

Exemples. 

(i) Le centre de l’anneau M n ( C) est l’ensemble des matrices de la forme XI où 
A G C et / désigne la matrice identité. 


(ii) Le centre du corps H des quaternions est {G 9 jxGtj qu’on peut 


identifier à R (voir ex. 1.20). 

(iii) Le centre d’un anneau unitaire non commutatif n’est jamais un idéal bila- 
tère. Sinon, comme il contient bien entendu 1, il contiendrait tout a G A puisque 
a = a ■ 1 donc ce serait A tout entier et A serait commutatif. 


1.14.5 Anneau quotient. 

Soit A un anneau et 1 un idéal bilatère de A. On définit une relation 71 par 
x7 Zy x — y G T. On voit facilement que R, est une relation d’équivalence sur A. 
On note au lieu de x7 Zy : x = y (mod T). L’ensemble quotient est noté A/Z. 

Théorème 1. 17. Soit A un anneau et 1 un idéal bilatère de A. 

(i) A/Z est un anneau. Si A est commutatif (resp. unitaire), A/Z est aussi commu- 
tatif (resp. unitaire). 

(ii) On suppose A commutatif et unitaire. Alors A/Z est un corps si et seulement 
si l’idéal Z est maximal. 

Démonstration. 

(i) Le raisonnement est analogue à celui fait pour Z/nZ (Th. 1.3). Il faut d’abord 
définir la somme et le produit de deux classes. Soient [x], [t/] G A/Z. Les éléments 
x, y G Z sont des représentants des classes respectives [x], [y]. Si x', y' sont des autres 
représentants des classes respectives [x], [y], on aura x' = x (mod Z), et y' = y 
(mod Z ), donc x 1 — x + h et y' = y + A; avec h, k G Z. Alors x'-\-y' = x-\-y-\-h + k 
donc x' + y' = x + y (mod Z) (puisque h + k G Z) et [x' + y'] = [x + y]. Ainsi 
la classe [x + y] ne dépend pas des représentants x,y utilisés pour [x] , [y] . On la 
note [x] + [y]. Cela définit une application + : A/Z x A/Z -4 A/Z. De même, 
x'y' = (x + h)(y + k) = xy + hy + xk + hk. Or comme Z est un idéal bilatère, 
hy G Z, xk G Z et hk G X, donc hy + xk + hk G Z. Ainsi x'y' = xy (mod Z ), 
[x'y'] = [xy] et la classe [xy] ne dépend pas des représentants x,y utilisés pour 
[x], [y]- On la note [x] • [y] et cela définit une application • : A/Z x A/Z -4 A/Z. 
Les différents axiomes se vérifient alors sans difficulté. 

(ii) Soit Z un idéal de A. L’anneau A/Z est un corps si et seulement si [0] / [1], i.e. 
Z / A, et tout élément non nul est inversible pour la multiplication, i.e. 

V[x]?M0], 3[y] [*][yj = [l]. 



1.14. ■ NOTIONS ANALOGUES DANS LES ANNEAUX. 


25 


Comme [x][y] = [xy], cette dernière condition équivaut à 

Vx g Z, 3y G A, 3h G T xy + h = 1. (1-15) 


Or on vérifie facilement que pour tout x G A, l’ensemble 

(i)+î={z€ A\ 3y € A, 3h G X z = xy + h} 


est un idéal de A. La condition (1.15) s’écrit simplement 


Vx£Z, 1 G (x) + X, 


ou encore 


Vx ^ J, (x) + X = A. 

(1.16) 

Notons que si x ^ Z, 


(x)+ZDZ. 

(1.17) 


* 


Supposons maintenant X maximal. On a X ^ A. Soit x $. X. X étant maximal, 
on a d’après (1.17) (x) + X = A. Donc (1.16) est satisfaite et A/X est un corps. 

Réciproquement, supposons que A/X soit un corps. Comme [0] 7 ^ [1], on a Z ^ A. 
Soit J un idéal tel que X C J C A. Si J ± Z, il existe x € J \ X. Alors, comme 
A/X est un corps, la condition (1.16) est vérifiée donc (x) + X = A. Or x £ J et 
X C J, donc (x) + X C J et ainsi J = A. Cela prouve que X est maximal. □ 


1.14.6 Homomorphismes d’anneaux. 

Définition 1. 21. Soient A, A' deux anneaux. Une application f : A — > A! est 
appelée un homorphisme d’anneaux si elle possède les deux propriétés suivantes. 

(i) f est un homomorphisme de groupes additifs. 

(ii) f(xy) = f(x)f(y) V x,y G A. 

Si en plus f est bijectif on dit que f est un isomorphisme. 

Remarque. Soit / : A — > A! un homorphisme ( resp . isomorphisme) d’anneaux. 
Si A et A! sont des corps et /( 1) = 1, on dit que / est un homomorphisme (resp. 
isomorphisme) de corps. 

Théorème 1. 18. Soit f : A — > A' un homomorphisme d’anneaux. 

(i) Kerf = / _1 ({0}) est un idéal bilatère de A. f est injectif si et seulement si 

Kerf = { 0 }. 

(ii) Im f = f(A) est un sous-anneau de A'. 


Démonstration. 

(i) Comme f est en particulier un homorphisme de groupes additifs, le Th. 
1.6 montre que Ker / est un sous-groupe additif de A et que / est injectif si 
et seulement si Ker / = {0}. Maintenant, pour tout x G Kerf et tout a € A, 
f(ax) = f(a)f(x) = f(a)- 0 = 0 et f(xa) = f{x)f{a) = 0 /(g) = 0 donc ax € Ker / 
et xa G Ker /. Ainsi Ker / est un idéal bilatère. 

(ii) D’après le même théorème, Im / est un sous-groupe additif de A'. 
Pour x\y' G Im /, il existe x,ÿ G ^ tels que x' = /(x) et y' = f(y), et l’on a 
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alors x'y' = /(x)/(y) = /(xy), donc x'y' G Im /. Im / est ainsi stable pour la 
multiplication. Donc c’est un sous-anneau. □ 

Définition 1. 22. Soit f : A — Y A! un homomorphisme d’anneaux. L’idéal bila- 
tère Ker f = / -1 ({0}) de A s’appelle le noyau de f , et le sous-anneau Im f = f(A) 
de A' s’appelle l’image de f. 

Théorème 1. 19. Soit K, K' deux corps et f : K — Y h" un homomorphisme de 
corps. Alors f est injectif et Im f est un sous- corps de K' isomorphe à K. 

Démonstration. 

Ker / est un idéal bilatère du corps I\ et Ker / ^ K puisque /( 1) = 1. Donc 
Ker / = {0} car (Prop. 1.9) les seuls idéaux bilatères d’un corps K sont {0} et K. 
Ainsi / est injectif. D’après le Th. 1.18, Im / est un sous-anneau de K'. Montrons 
que c’est un sous-corps. On al = /( 1) G Im /. Il reste donc à voir que Vy G Im / 
tel que y ^ 0, on a y -1 G Im /. Soit donc y G Im /, y ^ 0. Il existe x G K tel que 
y = /(x), et x / 0 puisque y / 0. Alors f(x~ 1 )f(x) = /(x _, x) = /( 1) = 1 d’où 
y -1 = (/(x)) -1 = /(x -1 ) G Im /. Donc Im / est un sous-corps de K'. Il est alors 
immédiat que / est un isomorphisme de K sur le corps Im /. □ 

1.14.7 Décomposition canonique d’un homomorphisme d’an- 
neaux. 

Théorème 1. 20. Soit f : A — Y A! un homomorphisme d’anneaux et 

7 r : A — Y A/ Ker f la projection canonique. Il existe un homomorphisme unique 

f : A / Ker f —> A! 

rendant le diagramme suivant commutatif: 

A — U A! 

'1 Si 

Al Ker f 

L’homomorphisme f est injectif et c’est un isomorphisme de A/ Ker f sur Im f. 

Démonstration. 

La décomposition de / en tant qu’homomorphisme de groupes additifs montre 
qu’il existe un unique homomorphisme / du groupe additif A /Ker / dans le groupe 
additif A' rendant le diagramme commutatif. Il reste donc simplement à vérifier que 
/ est un homomorphisme d’anneaux, i.e. /([x][y]) = /([x])/([y]) Vx,y G A. Or par 
définition de /, cela s’écrit /(xy) = /(x)/(y) Vx, y G A et cela signifie précisément 
que / est un homomorphisme d’anneaux, ce qui est par hypothèse. □ 

1.14.8 Anneau produit direct. 

Théorème 1. 21. Soient Ai et A 2 deux anneaux. L’ensemble produit cartésien 
Ai x A 2 = {(x,y);x G Ai, y G ^ 2 } muni des deux lois 

(x,y) + (x',y') = (x + x', y + y') 

{x,y) ■ {x',y') = (xx',yy') 


(1.18) 

(•1.19) 
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est un anneau. L’anntau Ai x A-i est commutatif (resp. unitaire) si et seulement si 
Ai et A 2 sont commutatifs (resp. unitaires). 

Démonstration. 

La démonstration est analogue à celle du Th. 1.14, et nous l’omettons. □ 

Définition 1. 23. L’anneau Ai x Ai est. appelé l’anneau produit direct des deux 
anneaux Ai et A 2 - 

Théorème 1. 22. Soient p,q deux entiers > 0 premiers entre eux: pAq = 1. Alors 
l’anneau Z/pqZ est isomorphe à l’anneau produit direct Z/pZ X Z/qZ. 

Démonstration. 

La démonstration est analogue à celle du Th. 1.15. L’application 

/ : Z -> Z/pZ x Z/qZ définie par f(x) = ([x] p , [x] g ), où [x\ v et [x] q désignent respec- 

tivement les classes de x modulo p et modulo q est un homorphisme d anneaux. Son 
noyau est Ker / = pqZ. La décomposition canonique de l’homomorphisme / donne 
alors un homomorphisme injectif 

f: Z/pqZ — ^Z/pZxZ/qZ. (1-20) 

Comme Z/pqZ et Z/pZ x Z/qZ ont le même cardinal pq, f est bijectif, donc c’est 
un isomorphisme. 1=1 


1.15 Appendice: PGCD et PPCM dans Z. 

1.15.1 PGCD. 

Soient ri, 6 € Z. Considérons aZ + 6Z. C’est un idéal de Z. Donc il existe Z) € N 
unique tel que 

aZ + bZ=DZ. (1.21) 


Définition 1. 24. Le nombre De N défini par (1.21) est appelé plus grand commun 
diviseur (PGCD) de a et b et est noté D = a A b. On dit que a et b sont premiers 
entre eux si a A b = 1. 

Proposition 1. 12. Soient a, b £ Z et D = a A b. 

(i) D est le seul élément x de N ayant la propriété suivante: 

les diviseurs dans Z communs à a et b sont les diviseurs dans Z de x. 

(H) Il existe u, v G Z tels que 

D = au + bv. 


(iii) a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,uéZ tels que 

1 = au + bv (identité de Bezout) . 
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Démonstration. 

(i) Si p G Z divise a et 6, il divise tous les éléments de oZ + 6Z, et réciproquement. 
Donc p divise n et 6 si et seulement s’il divise tous les éléments de DX. Pour cela, il 
faut et il suffit que p divise D. D possède donc la propriété indiquée. Maintenant, 
soit x un autre élément de N ayant cette propriété, x divise a et b , donc il divise 
D. Cela signifie que D G xZ et implique donc, D Z C xZ. De même, D divise a et 
6, donc il divise x, ce qui signifie x G I) Z et implique xZ C DX. On en déduit que 
D Z = xZ. D’où D = x puisque Z), x G N. 

(ii) On a par définition D G «Z + bX. 

(iii) On a: 

D = 1 «Z + 6Z = Z 
•$=> Ig aX 4- 6Z 
4» 3 w, u G Z 1 = flw + bv 


□ 


Proposition 1 . 13. Soient a, b G Z et p G N. /4/ors 

(po) À (pù) = p(o À b). 


Démonstration. 

poZ + p6Z = p(nZ + 6Z) = p(n À ù)Z donc (pn) A (pb) = p(« A 6) puisque 
p, « A b G N. □ 

Corollaire. Soient a, b G Z et d G N’ un diviseur commun à a et b : 

n = dnj (oj G Z) 
b = dbi (bx G Z) . 

Alors d = a A 6 si et seulement si «i et b\ sont premiers entre eux. 

Démonstration. 

On a a A 6 = ( da \ ) A (d&i) = d(üi A 6j). Donc 

d = aXb<^>d = c/(fii A 6j) 43- «i A 6i = 1 

puisque d ^ 0. □ 

Proposition 1. 14. Soient a,b,c G Z. o est premier avec b et avec c, il est 
premier avec bc. 

Démonstration. 

Il existe u,v,u',v' G Z tels que au + bv = 1 et au 1 + cv' = 1. Par multipli- 
cation, on alors a 2 uu' + acut/ -f bavu' -f bcvv' = 1, qui s’écrit aw + bcz = 1 avec 
u; = auu' + cuv' + bvu' et z = vv'. Comme w, z G Z, on obtient d’après l’identité de 
Bezout a X bc= □ 

Corollaire, (i) Soient a,b\, ■ • • ,6 n G Z. 5/ o est premier avec chaque bi, a est 
premier avec le produit b\ ■ • - b n . 

(ü) Soient a, b G Z. Sia est premier avec b, a k est premier avec b e pour tous k,£ G. N*. 
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Démonstration. 

(i) a est premier avec 6, et b 2 , donc avec 6162- Etant, premier avec b x b 2 et 63, il 
est premier avec b ] b 2 ki- Par récurrence, a est premier avec . 

(ii) On obtient successivement par (i) a A b r = 1 et a k A b e = 1. D 

Théorème 1. 23 (Théorème de Gauss). Soient a, b, ce Z. St « rftrnse bc et est 
premier avec b, alors a divise c. 

Démonstration. 

Comme a est premier avec b, il existe u, v € Z tels que au+bv = 1. Par multiplica- 
tion par c 011 obtient acu + bcv = c. Or a divise bc, donc il divise 
acu + bcv = c. D 

Proposition 1. 15. Si a G Z est divisible par deux entiers b,ceZ premiers entre 
eux, a est divisible par bc. 

Démonstration. 

Il existe u,v e Z tels que bu + cv — 1. Alors a = abu + acv. Si q, q' G Z sont tels 
que a = bq = ce/ on aura donc a — cq'lru + bqcv = bc(q'u + qv). n 

1.15.2 Algorithme d’Euclide. 

Soient a, b G N*. Par division euclidienne, il existe qi,r x tels que a = bqt +n avec 
9i,n € N, 0 ^ ri < b. Si ri = 0, un entier p divise « et 6 si et seulement si il divise 
6, donc dans ce cas a A b = b. Si n î 0, p divise a et 6 si et seulement si il divise b 
cl r 1} donc dans ce cas a X b = b X r,. On applique alors le même raisonnement au 
couple (6, ri) : 6 = r\q 2 + r 2 avec q 2 , r 2 € N, 0 ^ r 2 < b. Si r 2 = 0, 6 À r ( = ri donc 
a X b = n. Si r 2 ^ 0, 6 À n = n X r 2 donc a A b = r t X r 2 . On est alors amené à 
effectuer les divisions suivantes en s’arrêtant dès que l’on obtient un reste nul. 

a = bq t + ri avec q x ,r x G N, 0 < rj < b, 
b = nq 2 + r 2 avec q 2 ,r 2 e N, 0 < r 2 < n, 

r n = r n+ iç n+2 + r n+2 avec q n+2 ,r n +2 € N, 0 < r n+2 < r n+1 , 
r„+i — r n+ 29n+3 avec ç n+3 G N. 

Alors a Ab = b A rt = r x A r 2 = • • • = r n+ i A r n+2 = r n+2 . Le PGCD a A 6 de a et 6 
est donc, le dernier reste non nul. C’est l’algorithme d’Euclide pour la recherche du 
PGCD. 


1.15.3 PPCM. 

Soient a, b 6 Z. Considérons aZO 6Z. C’est un idéal de Z. Donc il existe M € N 
unique tel que 

aZM>Z=MZ. (1-22) 


Définition 1. 25. Le nombre M € N défini par ( 1.22) est appelé plus petit commun 
multiple (PPCM) de a et b et est noté M = a Y 6. 
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Proposition 1. 16. Soient a, b G Z et M = a Y b. M est le seul élément x de N 
ayant la propriété suivante : 

les multiples dans Z communs à a et b sont les multiples dans Z de x. 

Démonstration. 

Soit x € N quelconque. «Z fl 6Z est l’ensemble des multiples communs dans Z à 
a et 6, et xZ est l’ensemble des multiples dans Z de x. Donc x vérifie la condition 
de l’énoncé si et seulement si xZ = «Z fl bZ. Or nZ fl 6Z = M Z. Donc x vérifie la 
condition de l’énoncé si et seulement si xZ = M Z, Le. x = M puisque x, M G N. □ 

Proposition 1. 17. Soient n, b G Z, D = a À b leur PGCD et M = a Y b leur 
PPCM. Alors \ab\ = DM. 

Démonstration. 

On peut supposer fi, 6 G N. Si a ou 6 est nul , on a M = 0 et l’équation est triviale. 
On suppose donc fi, 6 6 N*. Cela implique D ^ 0. On a a = Da\ et 6 = Db\ avec «i 
et 6i premiers entre eux d’après le Corollaire de la Prop. 1.13. Alors ab = D(Da x b\). 
Il faut donc démontrer que Da 1 b 1 = M. Cela équivaut à montrer que les multiples 
communs à a et b sont les multiples de Da\b \ (Prop. 1.16). Da\b\ est multiple de a 
et de b , donc tout multiple de Da 1 b i aussi. Réciproquement, soit p G Z un multiple 
commun à fi et 6. Il existe q G Z tel que p = aq , ce qui donne p = Da^q. De 
même, il existe s G Z tel que p = bs, ce qui donne p = Db\S. Ainsi Da\q = Db\s 
d’où a x q = b x s puisque D / 0. Maintenant, 6i divise fii<? et est premier avec a x , 
donc divise q d’après le Théorème de Gauss. Soit £ G Z tel que q = bit. On a alors 
p = Da\q = Da\b\t. Donc p est multiple de Da\b\. □ 

1.15.4 Cas d’une famille finie d’éléments de Z. 

Les notions de PGCD et PPCM se généralisent au cas d’une famille finie d’élé- 
ments oi,--- ,fl* (fc^2) de Z. En effet, 


cqZ H h flfcZ = {oipi H + a k pk ; Pi, • • • ,Pk € Z} 


est un idéal de Z, donc il existe D G N unique tel que 


fijZ T • • • -f- a k Z = DZ. (1.23) 

Le nombre D G N défini par (1.23) est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) 
de la famille ai,--* ,fi*. On dit que oi,-- , a k sont premiers entre eux dans leur 
ensemble si D = 1. De même, 


fiiZ n • • • n a k z 


est un idéal de Z, donc il existe M G N unique tel que 


fi 1 zn---nfl fc z = mz. (i.24) 

Le nombre M G N défini par (1.24) est appelé plus petit commun multiple (PPCM) 
de la famille a \ , • • • , g*. 
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Notons que (a, b) 
pour a,b,cG Z 


► n A b est une loi interne associative sur Z. On a en effet 

((g A 6) A c)Z = (g A b ) Z + cZ 
= (gZ + 6Z) 4- cZ 
= gZ + 6Z + cZ 
= gZ + (6Z -4- cZ) 

= gZ -f (6 A c)Z 
= (g A (6 A c))Z 


donc 


(g A b) A c = G A (6 A c). 

D’après le Lemme 1.1 valable pour toute loi associative, on a par récurrence 

G] Z H h GfcZ = (gi A • ■ • A Gfc)Z 


donc le PGCD de la famille Gj, - • • , ot est G] A • ■ ■ A a* . 

De même, (g, 6) — ^ a Y 6 est une loi interne associative sur Z, car pour g, 6, c e Z 

((g Y 6) Y c)Z = (gY6)Z0cZ 
= (GZnfcZ)ncZ 
= eZntzncZ 
= cZn(fczncZ) 

= gZ n (6 Y c)Z 
= (a Y (6 Y c))Z 

donc 

(g Y 6) Y c = g Y (6 Y c). 

On a par récurrence 

gjZ n • • • n «fcZ = (a, y ■ • • y g*)Z 


donc le PPCM de la famille a u • • • , a k est g x Y • • • Y au . 

Les propositions 1.12 et 1.16 se généralisent immédiatement sous la forme sui- 
vante. 

Proposition 1. 18. Soient ai, ■ • • ,a% € Z (k ^ 2) et D = ai A • • • A a* . 

(i) D est le seul élément x de N ayant la propriété suivante : 

les diviseurs dans Z communs à Gi, • • • , <ik sont les diviseurs dans Z de x. 


(ii) Il existe u iy - • • € Z tels que 

D — Gxtti H 1- Gfcltfc. 


(iii) Gi, • • • , n* sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement si ii existe 
Ui t ‘ • • ,Uk G Z fe/s çue 


1 = ûiiii + • • • + GfcGfc (identité de Bezout) . 



32 


CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX. 


Proposition 1. 19. Soient , o* €: Z (k ^ 2) et M = «i Y • • ■ Y a k . M est 

le seul élément x de N ayant la propriété suivante : 

les multiples dans Z communs à a i, - • • , fifc sont /es multiples dans Z* de x. 

La Proposition 1.13 se généralise par récurrence; son Corollaire se généralise en : 

Corollaire. Soient ai, • • - ,a* G Z (/c ^ 2) et d E N* un diviseur commun à 
fil » ■ ■ * ) fifc • 

a,- = </(a,)i ((a,)i € Z) \/i l ^ i ^ k . 

Alors d = ai À • ■ • À fifc si et seulement si («i)i , * * * , (fifc)i sont premiers entre eux 
dans leur ensemble. 

On notera que la Proposition 1.17 ne se généralise pas pour k > 2. Par exemple, 
on a 

2 - 4 - 6 = 48 ± (2 A 4 A 6)(2 Y 4 Y 6) = 2 • 12 = 24. 

1.15.5 Décomposition en facteurs premiers. 

Définition 1. 26. Un nombre p E N* est dit premier si p ^ 1 et les seuls diviseurs 
de p dans N sont 1 et p. 

Lemme 1. 6. Soit a G N*, a > 1. Il existe un nombre premier p qui est un diviseur 
de a. 

Démonstration. 

Si a est premier, c’est trivial. Supposons donc a non premier. Il existe un di- 
viseur pi E N’ de a tel que 1 < pi < a. Si p\ est premier, on prend p = p x . 
Sinon, il existe de même un diviseur p 2 € N* de p t tel que 1 < p 2 < Pi- Si p 2 est 
premier, on prend p = p 2 . Sinon, on itère le processus. Il ne peut pas continuer 
indéfiniment puisque la suite P\,P 2 ,--- est une suite d’entiers > 1 strictement dé- 
croissante. Au bout d’un nombre fini k d’étapes on obtiendra donc p* premier tel que 
1 < Pk < Pk - 1 < ■■■ < P 2 < P\ < « et, que p k divise p*_i, p*_, divise p fc _ 2 , —, P 2 
divise p x , p x divise n. Alors p = p k convient. □ 

Théorème 1. 24. Soit a G Z*, a ^ ±1. Il existe une décomposition unique 

a = ±( Pl r---( Pr r (1-25) 

où r E N’, pi, — ,p r sont des nombres premiers vérifiant pi < P 2 < • ■ • < p r et 
cq, • • • , a r E N*. 

Démonstration. 

On peut supposer « > 0. Si a est premier, l’assertion du Théorème est triviale, 
avec r = l,pi = a,a x = 1. On suppose donc a non premier. 

Existence. D’après le Lemme l.C, il existe un nombre premier sj qui est un diviseur 
de a, t.e. a = siqi avec q\ E N*, 1 < c/i < a. Si qi est premier, on pose s 2 = q\, 
et l’on a a = sjs 2 . Si q\ n’est pas premier, il existe un diviseur premier s 2 de q x , 
i.e. qi = s 2 g 2 avec q 2 G N*, 1 < ?2 < qi- Si c/ 2 est premier, on pose s 3 = ç 2 , et 
l’on a o = Sis 2 s 3 . Sinon, on itère le processus. Il ne peut pas continuer indéfiniment 
puisque la suite gj,</ 2 , ••• est une suite d’entiers > 1 strictement décroissante. Au 
bout d’un nombre fini t d’étapes on obtiendra donc qt premier et alors, en posant 
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S(+i = q t , a = s, •••s £+ 1 avec Si,--- premiers. Maintenant, il suffit de mettre 
Sl , • • • , s f+ i dans l’ordre croissant et de regrouper ceux qui sont égaux pour obtenir 
une décomposition du type (1.25). 

Unicité. Soient 2 décompositions 

a = ( Pi r ■ ■ ■ (p r r = (qi) Pl ■ ■ ■ (Qs) P ‘ 

avec r, s € N*, Pu --',Pr , <7i, •••,</* ^ nombres premiers vérifiant 

Pi < Pi < ••• < Pr, qi < <72 < ••• < q* et ai,-- - ,«r,Ar" € N*. Pour tout 

* (1 < * < r), il existe j (1 < j < s) tel que p, = <fc. Sinon il existerait î 0 (1 ^ i ^ r) 
tel que p io # qj Vj (1 ^ j ^ s) et alors p, 0 serait premier avec tous les <fc donc avec 
(çi . . - ( Çs )0> = a (d’après le Corollaire du Th. de Gauss), ce qui est absurde. On 
obtient donc une application a de {1, • • • , r} dans { 1, • • • , s} telle que p,- = q 0 {i) ^ l - 
Elle est injective puisque cr(i) = <x(i') implique p,- — q c (i) = q„(ï) — Pi' donc i — i . 
Elle est aussi surjective car s’il existait un jo (1 ^ jo $ s) tel que j 0 ^ a(i) Vi, qj 0 
serait premier avec tous les q a ( t ) — Pi et diviserait a ce qui est absurde. Donc tr est 
bijective et r = s. Alors les conditions pi = q„(i) < P2 = q< r(2) < • • < Pr = <7<r( r ) et 
çi < <72 < • * • < <7r impliquent <r(l) = l,**- , o-(r) = r > donc pi = 9i, ‘* = 9r- 

Maintenant, pour tout i, (p;)°* = (<?,)“' divise a et est premier avec (ft») ftn pour tout 
m f i, donc avec (««»)*"• D ’ a P rès le Th - de Gauss > ce,a im P ,ic l ue <l ue («)** 

divise (ç,) ft . Donc c* ^ À Vi (1 ^ i ^ r). De même, A S$ a, Vi (1 < i ^ r). Il vient 
donc a, = A Vi (1 < i < r). ° 

Corollaire. Soient a u • • • ,a fc G Z* e< p x < ■ ■ ■ < Pr /es nomères premiers entrant 
dans la décomposition en facteurs premiers des ai différents de ± 1. .Soi/ pour chaque 
i, (1 ^ i ^ k) a',,-- - ,a‘ Punique suite d’entiers ^ 0 /e/s çue 

« i = ±(i> I )“ i •■■w 4 = ±II(rT ! - 

j=i 

fij Les éléments de TL qui sont des diviseurs communs à ai, • • • ,a k sont les éléments 
b ÇlTL de la forme 

b = ±(pi)' , ‘ • ‘ ’ (pr)' 1 ' = ± Il (Pi) V - 

3 = 1 

avec 0 ^ qj ^ infi^fc a 1 -. 

(ii) 

ai X-"Xa k = (pO inf ‘^ a ‘ • • • (p r ) inf '<-< fc4 = 

3=1 

(mj Les éléments de TL qui sont des multiples communs à a u ■ • • son/ /es éléments 
b € TL de la forme 

3=1 

aoec Aj ^sup^.^aj. 

H 

a, y . . . y a k = (p 1 ) 8up *<^ fc “* • • • (p r ) 8UPl <‘^^ = fl (P,r Pl ^ k0) • 

3=1 

Démonstration. 

La démonstration est immédiate et laissée au lecteur. ^ 
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1.16 Exercices. 

Exercice 1.1. 

Soit x € N et x = a 0 ■ 1 + aj • 10 + a 2 • 10 2 + . . . + a v ■ 10 p son écriture décimale 
(0 ^ a 0> ... ,o p ^ 9). Enoncer et démontrer les critères de divisibilité par: 3. 4, 5, 
7, 8, 9, 11. 

Indication. 

• Divisibilité par 3. Dans le corps Z/3Z, on a [10] = [1] donc [10]* = [1] VA: € N 
et 

[x] = [flo] + • • • + [flp] = [«0 + ' ■ ' + a p]- 

Ainsi x est divisible par 3 si et seulement si a 0 + ■ • ■ + a p l’est. 

• Divisibilité par 4. Dans l’anneau Z/4Z, on a [10] = [2] et [10]* = [0] VA: ^ 2. Donc 

[x] = [a 0 ] + [ai] [2] = [a 0 + 2ai]. 

Ainsi x est divisible par 4 si et seulement si «o + 2aj l’est. 

• Divisibilité par 5. Dans le corps Z/5Z, on a [10]* = [0] VA: ^ 1. Donc 

H = kl. 


Ainsi x est divisible par 5 si et seulement si a 0 l’est,. 

• Divisibilité par 7. Dans le corps Z/7Z, on a [10] = [3], 

[10] 2 = [3] 2 = [9] = [2], [10] 3 = [3] [2] = [6], [10] 4 = [3][6] = [18] = [4], 
[10] 5 = [3] [4] = [12] = [5], [10] 6 = [3] [5] = [15] = [1]. Alors pour tout A; € N 
[10] 6 * = [1], [10] 6 * +1 = [3], [10] 6fc+2 = [2], [10] 6 * +3 = [6], [10] 6 *+ 4 = [4], 

j, 0 ]6fc+5 _ [ 5 ] Donc 

t®] — XZ ([«6*] + [3][a 6 *+i] + [2] [aefc+v] + [C][a6*+3] + [4][a 6 jt+4] + [5][flefc+&]) 
o 

— X^ ([ a6fc ] "*■ [3][ a 6fc+i] + [2][a6fc+-i] — [aefc+3] ~ [3][a 6fc+4 ] — [2][a 6fc+5 ]) 

puisque [6] = —[1], [4] = —[3] et [5] = —[2]. Ainsi x est divisible par 7 si et seulement 
si 


([°6fc] + [3][a 6fc+1 ] + [2][a 6fc+2 ]) — ^ ([a 6fc+3 ] + [3][a 6 *+4] + [2][a 6fc+5 ]) 

fcJîO fc^O 

ou encore 

X + 3a6/t+i + 2a6fc+ï) = (°6fc+3 + 3a6fc+4 + 2o6fc+s) (mod 7). 

k^O k^O 

Par exemple, pour un nombre de 6 chiffres, x = ^f =0 a,- • 10’ , la condition s’écrit 

ao + 3aj 2 <i 2 = 03 + 3a 4 + 2a& (mod 7). 

Signalons aussi le critère suivant utilisé au Collège: si N désigne le nombre de 
dizaines de x (et non pas le chiffre des dizaines), Le. x = a 0 + N ■ 10, alors 
[x] = [a 0 ] + [3] [À] donc 


[x] = [0] 4* [3 ][N] + [a 0 ] = [0] 4* [N] + [5][a 0 ] = [0] 44 [N] = [2 ][a 0 ] • 
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car [5] [3] = [1] et [5] = -[2]. Ainsi x est divisible par 7 si et seulement si N-2a 0 l’est. 

• Divisibilité par 8. Dans l’anneau Z/8Z, on a [10] = [2], [10] = [4] et 

[10]* = [0] VA; > 3. Donc 

[x] = [a 0 ] + [«i][2] + M[4] = [a 0 + 2ai + 4a 2 ]. 

Ainsi x est divisible par 8 si et seulement si a 0 + 2ai + 4« 2 l’est. 

• Divisibilité par 9. Dans l’anneau Z/9Z, on a [10] = [1] donc [10] — [1] 

VA; € N et 

[x] = [a 0 ] H h [« P ] = [«o H + ûp]- 

Ainsi x est divisible par 9 si et seulement si <x 0 H h l’est. 

• Divisibilité par 11. Dans le corps Z/11Z, on a [10] = -[1], [10] 2 = [1]. Alors pour 
tout A; G N [10] 2fc = [1] et [10] 2fc+1 = [10] = -[!]. Donc 

[x] = ^2 (t a2fc ] “ [ a 2fc+i]) • 

Ainsi x est divisible par 11 si et seulement si 

^ ([«2Ar] — [a 2 fc+i]) = [0] 
k> 0 

ou encore 

ya 2fc = ya 2 fc + 1 (mod 11). 
k> o o 

Exercice 1.2. 

Montrer qu’un groupe G tel que x 2 = e Vx G G est abélien. 

Exercice 1.3. 

Montrer qu’il n’y a, à isomorphisme près, que 2 groupes d’ordre 4, à savoir Z 4 
et Z 2 x Z 2 . 

Exercice 1.4. 

Montrer que si p est un nombre premier, Z P est à isomorphisme près le seul 
groupe d’ordre p, 

Indication. 

Soit G un groupe d’ordre p et x un élément quelconque de G différent de e. 
D’après le théorème de Lagrange, l’ordre de (x) est un diviseur de p. Or p est 
premier, donc ses seuls diviseurs sont 1 ou p. Mais x n’est pas d ordre 1, puisque le 
seul élément d’ordre 1 est e et que x ^ e. Donc l’ordre de (x) est p, et alors (x) = G. 
G est donc cyclique d’ordre p. D’après le r Ih. 1.10 onaG = Z p . 

Exercice 1.5. 

On considère le groupe symétrique G = S n , avec n > 3. 

(i) Si r = (a, b) G S n est une transposition, calculer srs -1 pour s G S n . 

(ii) En déduire le centre Z(S n ). 

Indication. 

(i) s{a,b)s~' = (s(a),s(b)). 

(ii)Soit s G Z(S n ). On va montrer que s = ld. Soit a G {1, • • • ,«}• Comme n ^ 3, il 
existe 6, c G {1,... ,n} tels que a, b, c soient deux-à-deux distincts. Comme s com- 
mute avec (a, b), on a d’après (i) (s(a),s(b)) = (a, b). Cela implique 

{s(a),s(6)} = {a, b}, donc s(a) G {a, b}. De même, comme s commute avec (a,c), 
on a d’après (i) (s(a),s(c)) = (a,c) et cela implique {s(a),s(c)} = {a,c}, donc 
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s(a) G {a, c}. Ainsi s(a ) G {a, b} fl {a, c} = {a}. Donc s(a) = a. Comme a est arbi- 
traire, s est la permutation identité ld. On a donc Z(S n ) C {Id}. Mais Id appartient 
au centre, donc Z(S n ) = {Id}. 

Exercice 1.6. 

Soit U (Z / nZ) l’ensemble des unités de l’anneau Z / nZ , i.e. les éléments de 
l’anneau Z / nZ qui sont inversibles pour 1a. multiplication. 

(i) Montrer que [p] G U (Z / nZ) O p A n = 1 . 

(ii) Montrer que U (Z / nZ) est un groupe abélien. 

(iii) Déterminer le groupe U (Z / 8Z). 

Exercice 1.7. 

Montrer que le groupe Aut (Z 7l ) est isomorphe au groupe U (Z / nZ) (voir ex. 

1 . 6 ). 

Exercice 1.8. 

Soit G un groupe. 

(i) Montrer que Int (G) — {Int, (x); x G G} est un sous-groupe distingué de 
Aut (G). 

(ii) Montrer que Int (G) est isomorphe au groupe-quotient G/ Z(G). 

Exercice 1.9. 

Soit G l’ensemble R x R* muni de la loi 

{b, a) {b 1 , a') = (6 + ab' , aa'). 

Montrer que G est un groupe isomorphe au sous-groupe de Bij (R) dont les éléments 
sont les applications x ■-> ax + b, {b, a) G R x R*. 

Exercice 1.10. 

(i) A quelle condition nécessaire et sulfisante sur a, b > 0 le sous-groupe additif 
aZ + 6Z est-il dense dans R? 

(ii) On suppose cette condition réalisée. Montrer que aN + bZ est aussi dense 
dans R. 

Indication. 

(i) Il est immédiat que aZ + 6Z est un sous-groupe de R. Supposons que aZ + 6Z 
soit non dense. Alors il existe c ^ 0 tel que aZ -f 6Z — cZ, et l’on a nécessaire- 
ment c > 0 puisque aZ -f 6Z ^ {0}. a G aZ + 6Z, donc a G cZ. Il existe donc 
p G Z* tel que a = cp. De même, il existe q G Z* tel que b = cq. On a alors 
f — g € Q. Réciproquement, supposons | G Q. Il existe donc p, q G N* tels 
que | = |, et l’on peut supposer p et q premiers entre eux. On a a = donc 
aZ + fcZ = ^Z + êZ = ^(pZ -f r/Z). Or pZ -(- çZ = Z puisque p et q sont premiers 
entre eux. Donc uZ + b7L = ^Z. Cela prouve que oZ + 6Z est non dense. On a donc 
démontré que aZ -f- 6Z est non dense si et seulement si | G Q- Par contraposition, 
aZ + 6Z est dense si et seulement si | ^ Q. 

(ii) Il faut montrer que pour tout a; G R et tout e > 0, il existe p G N et q G Z tels 
que 


\ap + bq — x\ < e. (1.26) 

Soit donc x G R et e > 0 arbitraires. Comme aZ + 6Z est dense dans R, il existe 
p 0 ,<7o 6 Z tels que |ap 0 + êço — x\ < | . Si po G N, on a directement (1.26) avec 
p = Po et q — q 0 . Supposons donc p 0 ^ N. Alors po ^ — 1 . On va montrer qu’il existe 
dans ce cas n,m G Z avec n ^ 1 tels que (1.26) soit vérifiée avec p = Po + n-|pp| et 
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q = q 0 + m\po\. On a bien alors p G N. La condition (1.26) avec p = p 0 + n|po| et, 
q = q 0 + m|po| s’écrit 

|fl(po + n\po\) + b(q 0 + rn\p 0 \) - x\ < e (1.27) 

i.e. 

|z + k;|<£ (1.28) 

avec 2 = ap 0 + bq 0 - x et w = an|po| + bm\p 0 \. Pour que (1.28) soit réalisée, il suffit 
que \z\ < | et |iü| < | . Par définition de p 0 et, q 0 on a \z\ < § . La condition |u>| < | 
s’écrit 

| an + bm\ < — — - . (1.29) 

z \Po\ 

Or puisque aZ + bZ est dense dans R, il existe n,rn G Z , non simultanément nuis, 
tels que \an + brn\ < Changeant éventuellement n,m en leurs opposés, on peut 
supposer n > 0. Comme e > 0 est arbitraire, on peut, supposer e < b. Alors on a 
bien n ^ 1. En effet, n = 0 impliquerait rn± 0 et 6|m| < ^ < e, donc b < ^ ^ e. 
On a donc trouvé n,m G Z avec n ^ 1 tels que (1 .29) soit vérifiée, d où le résultat. 
Exercice 1.11. 

(i) Soit a = Log2 et b = Log 10. Montrer que aN + bZ est dense dans R. 

(ii) En déduire qu’il existe une infinité d’entiers n G N tels que le développement, 
décimal de T commence par un ”7”. (Le résultat est identique avec n’importe quel 
chiffre compris entre 1 et 9 au lieu de 7). 

Indication. 

(i) D’après l’exercice 1.10, il suffit de montrer que g Q. Supposons donc 

G Q. Il existe alors p,q G N* premiers entre eux tels que = J, donc 

ç Log 2 = pLog 10 i.e. 2 q = 10 p . Ceci est impossible puisque 5 ne divise pas 2. Donc 

g Q. 

(ii) Soit n G N. La première décimale de 2 n est un 7 si et seulement si il existe p G N 
tel que 

7 • 10 p ^ 2 n < 8 • 10 p . (1.30) 

Ceci est équivalent à dire qu’il existe p & Z vérifiant (1.30) (puisque p sera alors 
nécessairement positif) ou encore qu’il existe p G Z tel que 

Log 7 ^ nLog2 - pLog 10 < Log 8. (1-31) 

Or d’après (i), (Log 2) N + (Log 10) Z est, dense dans R, donc il existe une infinité 
de réels de la forme n log 2 — pLog 1 0, n G N, p G Z, vérifiant (1.31 ). L ensemble des 
n G N pour lesquels il existe p G Z vérifiant (1.31) est alors aussi infini. En effet, 
pour chaque n G N il existe au plus un tel p G Z puisque Log 10 > 1 alors que 
Log 8 - Log 7 = Log | < 1 • 

Exercice 1.12. 

Montrer que {e ,n ; n G N} est dense dans T = {z G C; \z\ = 1 }. 

Indication. 

{e* n ; n G N} est dense dans T si et seulement si tout z G T est limite d’une suite 
de points de {e‘ n ; n G N}. Soit donc 2 G T. Il existe x G R tel que 2 = e ix . Or 
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d’aprcs l’exercice 1.10, le sous-groupe Z + 27rZ est dense dans E puisque r g Q, et 
cela, implique que le sous-ensemble N+27rZ aussi est dense dans E. Il existe donc une 
suite de points x* = rq c + 2pj c 7r G N + 27 tZ telle que x = lim* x* . L’application t ■-> e tl 
de E dans T étant continue, on a z = é x = lim* e' Xk . Or e lXk = e ,nk e 2,npk = e mfc . 
Donc z = lim* e xnk . 

Exercice 1.13. 

Soit G un groupe et x un élément d’ordre n > 1 de G. Quel est l’ordre de x p , 
p G N, p > 1 ? 

Indication. 

L’ordre de x p est le plus petit entier strictement positif k G N* tel que x pk = e. Or 
x pk = e si et seulement si pk est divisible par n. Soit D = p X n. 
On a n = Dn\, p = Dp t avec n t X pi = 1. Alors : 

pk divisible par n 3q G N pk = nq 
<=> 3q G N p\k = riiq 
<=> k divisible par n j (Th. de Gauss) 

Donc l’ordre de x p est n\ — jj. 

Exercice 1.14. 

Soit G un groupe abélien, e son élément neutre, x et y des éléments de G d’ordre 
respectifs finis p et q. 

(i) Montrer que si (x) fl (y) = {e}, alors xy est d’ordre p Y q, où p Y q dénote le 
PPCM de p et q. 

(ii) Bn déduire que si p X q = 1, alors xy est d’ordre p Y q. 

(iii) Dans le groupe Z 4 x Z 6 , quels sont les ordres de x = ([1], [0]) et y = ([1], [2])? 
Vérifier que l’ordre de x + y n’est pas le PPCM des ordres de x et y. Vérifier que 
<x)n(y)/{([0],[0])}. 

(iv) Dans le groupe <S 3 trouver un élément ct d’ordre 3 et un élément r d’ordre 2 
tels que or soit d’ordre 2. 

Indication. 

(i) L’ordre de xy est le plus petit entier strictement positif k € N* tel que 
(xy)*" — e. Or ( xy) k — x k y k puisque G est abélien, et l’on a : 

x k y k = e x k = y~ k 

<4- x k — e et y k — e (puisque x k = y~ k G (x) fl (y) = {e} ) 

43- k G pZ et k G çZ 
<£» k G pZ O yZ = (p Y q)Z 

Donc l’ordre de xy est p Y q. 

(ii) (x)Pl(y) est un sous-groupe de (x) donc son cardinal divise le cardinal de (x) qui 
est p. De même, il divise le cardinal de (y) qui est q. Comme p X q = 1, le cardinal 
de (x) fl (y) est donc 1, Le. (x) fl (y) = {e}. D’où le résultat d’après la question (i). 

(iii) On a y = ([1], [0]) + ([0], [2]). Or x = ([1], [0]) est d’ordre 4, et ([0], [2]) est d’ordre 
3. Comme 4 et 3 sont premiers entre eux, y est d’ordre 4 Y 3 = 12. Considérons 
x + y = ([2], [2]). On a aussi x + y = ([2], [0]) + ([0], [2]). Or ([2], [0]) est d’ordre 2 
et ([0], [2]) est d’ordre 3. Comme 2 est premier avec 3, x -f y est donc d’ordre 6. On 
constate que ce n’est pas le PPCM des ordres de x et de y : 6 ^ 4 Y 12 = 12. On a 
en explicitant tous les éléments de (y) : 

(x) n (y) = {([0], [0]), ([1], [n]), ([2], [0]), ([3], [0])} = Z 4 x {[0]}. 
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(iv) On peut prendre a = (1,2,3) et. r = (1,2). On a ctt = (1,3). Le point ici est 
que le groupe «S 3 n’est pas commutatif. 

Exercice 1.15. 

(i) Soit G un groupe abélien fini et m le PPCM des ordres de tous les éléments 
de G. Montrer qu’il existe un élément x G G d’ordre m. 

(ii) En déduire que pour p nombre premier quelconque, le groupe multiplicatif 
(Z /pZ)* des éléments non nuis du corps Z / pZ est, un groupe cyclique isomorphe 

à Z p _i. 

Indication. 

(i) Soient x\, . . . ,x n les divers éléments de G, et u>i, . . . ,u>„ leurs ordres. Consi- 
dérons la décomposition en facteurs premiers du PPCM m : 

r 

m = pTl>V ■ --P"' IK 

A=1 

Fixons un indice A. Pour chaque (1 ^ i ^ n) soit fc, la puissance la plus élevée 
telle que p*’ divise w,-. Alors par définition du PPCM, = sup(fc 1} ... ,kn). Il 
existe donc un indice tel que k ix = a A , i.e. u>i x = ç>p A x , <7 a A- Pa = 1- D’après 
l’exercice 1.13, x% a pour ordre = p"\ Maintenant, d’après l’exercice 

1.14, x-'sg a pour ordre p a x 'vT et par récurrence, x = ■ ■ • x? r r a pour ordre 

fÇ , pP-pF r =m. 

(ii) (Z /pZ)* est un groupe abélien d’ordre p — 1. Supposons qu’il n’existe pas 
d’élément d’ordre p — 1. Alors d’après la question précédente, le PPCM m des 
ordres des éléments de (Z/pZ)* est strictement plus petit que p — 1. Or on a 
x m = 1 Vx G (Z / pZ)*. Le polynôme X m - 1 G (Z / pZ)[A'J a donc au moins pour 
racines dans le corps commutatif Z / pZ les p — 1 éléments de (Z/pZ)*. Mais il 
est de degré m et a donc au plus m racines dans le corps Z / pZ. Cela implique 
m ^ p — 1, ce qui est contradictoire. L’hypothèse de départ est donc fausse, i.e. il 
existe dans (Z / pZ)* un élément d’ordre p — 1, d’où le résultat. 

Exercice 1.16. 

Trouver tous les homomorphismes de corps de R dans lui-même. 

Indication. 

Soit / un homomorphisme de corps de R dans lui-même. On a /(l) = 1, 
donc f(n) = /( 1 + 1 + • • • + 1) = /( 1) + /(!) + ••• + /(!)) = G N* . Mais 

n fois n fois 

f(-n) = -/(n) donc /(n) = nVn G Z. Ensuite 1 = /(I) = f{n = /(«)/( ^) 
donc /(i) = iVn G N* et enfin /(J) = /(p)/(i) = *Vp G Z,Vy G N*, i.e. 
/(r) = r Vr G Q. D’autre part f(x) = f{\fx)f{y/x) > 0 Vx > 0 . Si x,y G R sont 
tels que x ^ y, on a y - x ^ 0, donc /(p - x) ^ 0, ce qui donne /(x) ^ /(y). Ainsi 
l’application / est croissante. Si x G R \ <Q>, comme <Q> est dense dans R, il existe 2 
suites de rationnels (a*) et (/?*) telles que a k < z < p k VA; et x = lim* a k = \\m k p k . 
Cela implique puisque / est croissante f(a k ) = a k ^ /(a:) ^ /(/?*) = /?fcV/e d’où 
/(x) = x par passage à la limite quand k —¥ +oo. On a donc / = /cIr. Le seul 
hornorphisme de corps de R dans lui-même est l’identité. 

Exercice 1.17. 

Soit A un anneau commutatif unitaire fini. Montrer qu’un élément a G A est 
inversible pour la multiplication si et seulement si ce n’est pas un diviseur de 0, i.e. 
ab / 0 V6 0. 
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Indication. 

Si a est inversible, ab = 0 implique b = a~ x • 0 = 0, donc a n’est pas un diviseur 
de 0. Réciproquement, soit a G A c t supposons que a ne soit pas un diviseur de 0. 
Considérons l’application / : A -> A définie par f(x) = ax ix G A. Si x,x' G A, on 
a f(x) = J(x') <=> a(x — x') — 0 O x — x' = 0 car a n’est pas un diviseur de 0. Donc 
/ est injective. Mais A étant fini, / est alors bijective. Il existe par suite un x G A 
tel que f(x) = 1. Ainsi a est inversible et son inverse est x. 

Exercice 1.18. 

Soit A un anneau commutatif unitaire et / un idéal de A. On pose: 

y/l = {x € A\ 3n G N * n € /}. 

(i) Montrer que y/l est un idéal contenant 1 . 

(ii) Si /, J sont deux idéaux tels que I C J, montrer que y/l C y/J ■ 

(iii) Montrer que yj y/l = y/l. 

(iv) Montrer que si I, J sont deux idéaux on a y/l D y/j — yj 1 D J. 

Exercice 1.19. 

Soit X un ensemble fini, A l’ensemble des fonctions à valeurs complexes sur X. 

(i) Montrer que A est, un anneau commutatif. 

(ii) Trouver les idéaux de A. En déduire que A est principal. 

(iii) Trouver les idéaux maximaux de A. 

Indication. 

(ii) Pour Z C X, introduisons X z = {/ € A\ f(x) = 0 Vz G Z}. Il est immédiat 
que Xz est un idéal de A. On va, montrer que tout idéal de A est de ce type, i.e. 
pour tout idéal J de A, il existe un sous-ensemble Z C X tel que J = X z ■ Soit 
donc J un idéal de A. Soit, Z = {x G X) f(x) = 0 'if G J) l’ensemble des points 
de X où s’annulent toutes les fonctions appartenant à J. On a alors par définition 

de X z : 


J c x z . 


(1.32) 


Il reste à montrer que X z C J ■ Pour cela, on va montrer que la fonction F = 1 x\Z 
définie par 


F(x) 


1 si x Z 

0 si x G Z 


appartient à J . On aura alors pour tout g G X z 


g -- gF G AF — (F) C J 


donc 

X z C (F) C J. 

D’après (1.32), on aura ainsi 

X Z = (F) = J. 

Cela montre en particulier que A est un anneau principal. 

Montrons donc maintenant que la fonction F appartient à J . Si Z = X, la seule 
fonction de J est la fonction nulle, donc J = {0}. Or si Z = X, la fonction F est 
nulle, donc on a bien F G J ■ On peut donc supposer Z ^ X. Alors pour tout y <£. Z 
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il existe par définition de Z une fonction /„ G J telle que f y (y) / 0. Considérons la 
fonction l{ y ) définie par 


!{»}(*) 


I si r c = y 

0 si x A y 


et soit h y G A définie par 



1 

fy(y) 


1 {»>- 


Alors h y fy = l {y >. Comme f y G J, cela implique l {v} G J. Or F - J2 y ÿz 1 {v>- 
Donc F G J ■ 

(iii) Pour Z it Z 2 C X, on voit facilement que 


Zz, C Xz 2 


Zi D Z 2 . 


(1.33) 


Comme X 0 = A, (1-33) montre qu’un idéal J = de A est maximal si et seulement 
si Z est réduit à un élément : 3a G X Z = {a}. 

Exercice 1.20. 

Soit H = | ( "g e M 2 ( C) 

(i) Montrer que H est. un corps. Les éléments de H s’appellent des quatemions. 
On notera eo,e 1 ,e 2 ,e 3 les quatemions suivants: 


e 0 = 



(ii) Montrer que l’application / : C — ► H définie par A 

isomorphisme du corps C sur un sous-corps de H. 

(iii) Vérifier que dans H 




est un 


/(A)e 2 = e 2 /(Â) VAGC. 


(1.34) 


En déduire que le corps H n’est pas commutatif. 

(iv) Soit Q = {±e 0 ,±e,,±e 2 ,±e 3 } C H. Montrer que Q est un groupe pour la 
multiplication des quatemions. Q est-il commutatif? 

(v) Dans le corps non commutatif H, citer 6 solutions différentes de l’équation 
x 2 = — e 0 et 8 solutions différentes de l’équation x 4 = e 0 . 

(vi) Montrer que H est un C-espace vectoriel et que (e 0 ,e 2 ) en est une base. 
Montrer que (eo, ei, e 2 , e 3 ) est une base du R-espace vectoriel H. 

(vii) Pour q = ^ € H, {a,P G C), on pose ||g|| 2 = detr/. Comment 

faut-il définir le conjugué quaternionique q * de q en sorte que l’on ait la formule 
q- 1 = /(jjipjg* pour 97^0? Vérifier qu’on a alors /(||ç|| 2 ) = qq“ , (tf'/)* = (flOV 
pour tous " q,rf G H, et (/(A))* = /(A) pour A G C. Calculer ||<7|| 2 et q * pour 
q = x°-e <) + x l -e l +x 2 -e 2 + x 3 - e 3 , (®°, x l ,x 2 ,x 3 G R) dans le R-espace vectoriel 

H défini en (vi). 

(viii) Montrer que le centre Z( H) du corps H est R • eo = f[ I&) - 
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Indication. 

(i) H est un sous-anneau de M 2 (C). On vérifie en effet facilement que la matrice 
nulle 0 appartient à IHI, et que pour tous g, g' G IHI on a q + </ , — g, qq 1 € H. La 

matrice identité ^ ^ est l’élément e 0 de H, donc e 0 = 1 k- Pour vérifier que 

H est un corps, il reste à montrer que tout g € H, q /O est inversible dans H. 

Soit donc q = {^p ^ Alors a et p ne sont pas simultanément nuis, donc 

detg = |o| 2 + |/?| 2 / 0. La matrice q est inversible. La comatrice de la matrice q 

^0 a) » on a ^ ans A/ 2 (C) 


étant 


-i_ 1 (à 

det q \— 


a P\ _ ( H 2 +\P \ 2 

P * " 


M 2 +l/?l 2 


a 

P 


|o| 2 +l PV 

i 


F 


H 2 +\P \ 2 


q: 


On voit que g 1 € H. 

(ii) On a /(A + n) = /(A) + /(A/la) = /(A)/(/i), /( 1) = e 0 . Donc / est un 

homorphisme du corps C dans le corps H. D’après le Th. 1.19, / est un isomorphisme 
du corps C sur le sous-corps Im / de H. On notera que /( 1) = e 0 et f(i) = e\. Si 
l’on identifie C au sous-corps Im /, 1 est identifié à e 0 et i à e i- 

(iii) L’équation (1.34) s’écrit 

G SX- 1 , OH- 

Sa vérification est immédiate. Prenant A = i, on obtient eje 2 = — e 2 ei donc H n’est 
pas commutatif. 

(iv) Il suffit de montrer que Q est un sous-groupe du groupe multiplicatif H* des 
éléments non nuis du corps H. On a Q C H* , et l’élément neutre e 0 de la multiplica- 
tion appartient à Q. Pour vérifier que Q est stable pour la multiplication, on calcule 
les divers produits d’abord sans tenir compte du signe. 

e i e 3 = eieie 2 — eje 2 — — e 2 

e 2 ej — — eie 2 (d’après (1.34)) = — e 3 

e 2 = — e 0 . 

e 2 e 3 = e 2 eie 2 = — e!e 2 e 2 (d’après (1.34)) = e x 
e 3 ei = eie 2 ei = — eie^a (d’après (1.34)) = e 2 
6362 = eie 2 e 2 — —e\ 
e 3 = eie 2 e 3 = e] = -e 0 . 

Cela donne le tableau suivant : 


X 

6 0 

ei 

62 

e 3 

e 0 

6 0 

ei 

e 2 

e 3 

e i 

ei 

-Co 

e 3 

— e 2 

e 2 

e 2 

-e 3 

-c 0 

e i 

63 

e 3 

e 2 

-ei 

— 60 


On en déduit immédiatement, en prenant maintenant en compte aussi les signes, 
que Q est stable par multiplication. On en déduit aussi que Q est stable par passage 
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à l’inverse: l’inverse de ±e 0 est ±e 0 , celui de ±e* est pour fc = 1,2,3. 

(v) ±ei, ±e 2 , ±63 sont 6 solutions différentes de l’équation x 2 = — Cq. Les 8 éléments 
de Q sont solutions de l’équation x" 1 = e 0 . 

(vi) Notons d’abord que H n’est pus un sous-espace vectoriel de A/ 2 (C) pour sa 
structure habituelle. 

En effet, si q = Q € H, q f 0 (a, P G C), on a 

Maintenant, H est un corps contenant un sous-corps isomorphe à C. Il est donc 
immédiat que c’est un C-espace vectoriel pour l’addition (q, ç') G H x IHI i-> </+</ G 1HT 
et la multiplication dans IHI par un complexe A : (A, q) G C x HH A - q = f(X)q G H. 
On prendra garde que A • q n’est pas le produit usuel du complexe A par la matrice q 

dans M 2 (C). C’est le produit usuel seulement si A G E puisqu’alors /(A) = ^ • 

C’est pour cette raison de contexte matriciel que nous n’effectuons pas dans ce qui 

suit l’identification entre C et Im /. Notons aussi que 

(A • q)q' = (f(X)q)q' = f(X)(W) = A • (qq') pour A € C, ?,</ G H. 


Tout q = ^ ^ G H, (a,/? G C) s’écrit 




a 0 
0 oc 


e ° + (o fi) e ‘ 2 ~~ 


i.e. q = a ■ e 0 + p ■ e 2 . De plus, si q = a' • e 0 + P' • e 2 , on a nécessairement a = et 
et p = P ', i.e. la décomposition est unique. Donc (e 0 , e 2 ) est, une base du C-espace 
vectoriel H. De même q se décompose de façon unique sous la forme 


(x° OA (ix l 0 
9 — y 0 x 0 / y 0 —ix l 


0 x 2 
-x 2 0 


/ 0 ix 3 \ 

yix 3 0 J ’ 


q = x° • e 0 + x 1 e t + x 2 • e 2 + x 3 • e 3 

avec x° = 93e (q), x 1 = 3m (a), x 2 = 93c (P), x 3 = 3m (/?), donc (e 0 , e h e 2 , e 3 ) est, 
une base du E-espace vectoriel H. 

(vii) On a vu que pour q ^ 0 


q = 


-i _ M 2 +I0l 2 


4 2 +l/3P ^ 


M 2 +l/3| 2 
N 2 +I0| 2 C 


Cela s’écrit dans H 




si l’on pose ç' = ^ pour tout q = ^) € IHI . A noter que la matrice q“ 

n’est autre que la transconjuguée (i.e. la transposée conjuguée l q = ’q ) de la matrice 
q. On a 

*•=(-* 0(1 det,)=» = M 2 - 

La relation ( qq {)* = (</)’<?’ V ç, </ G IHI se vérifie facilement : 


(w'r = w) = = vv = (<7')v 
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Pour A € C on a /(A)* = ^ ^ ^ — /(A). Enfin 

9 * = (a • e 0 + (3- e 2 )* = â ■ e 0 - P ■ e 2 = x° e 0 - x l • e x - x 2 ■ e 2 - x 3 • e 3 . 

= | a | 2 + |/?| 2 = ( x ü ) 2 + ( x ') 2 + ( x 2 ) 2 + ( a : 3 ) 2 . 


(viii) D’abord il est clair que /(R) = R • eo C Z(M). En effet,, si 

A € R, A • e 0 = /(A) est la matrice ^ qui commute avec toute matrice. 

Maintenant, soit q = x° ■ e 0 + x 1 • e x + x 2 • e 2 + x 3 • e 3 € H (x°,x‘,x 2 ,x 3 € R), 
et supposons q Ç Z( H). On a 

qei = x° • e\ — x 1 - e 0 — x 2 ■ e 3 + x 3 • e 2 , 

Ci q = x° • e x — x 1 • e 0 + x 2 • e 3 — x 3 • e 2 . 

Or qe\ — e\q donc x 2 = x 3 = 0. De même, avec e 2 , 

qe 2 = (x° • e 0 + x 1 • e!)e 2 = x ü • e 2 + x 1 • e 3 , 

e 2 «y = e 2 (x° • e 0 + x 1 • e,) = x ü • e 2 - x 1 • e 3 . 

Or qe 2 = e 2 q donc xi = 0 et q = x° eo € R • Cu- Cela prouve que Z( H) C R • êü, 
d’où Z( H) = R • eo- 

Exercice 1.21. 

(i) Trouver une matrice V € M 2 (C) telle que l’on ait pour tous a,/? € C : 


H: s îy- -(if)- 


(ii) Montrer qu’il n’existe pas de matrice W € M 2 (C) telle que l’on ait pour tous 
a,peC: 

W (-fi f) ^ _1 ^ 

Indication. 

(i) V = convient. 

(ii) La matrice {a, P € C) est un quaternion q (voir ex. 1.20). Supposons 

qu’il existe une matrice W € M 2 (C) telle que 


W ^ VE"' € M 2 (R) Va,/? € C. 

On a en particulier en prenant q = e x = ^ : 

êi = WctW-’ € M 2 (R). 

Or Tr êi = Tr ej = 0. On peut donc écrire 


(1.35) 


ei 


'a b + 
b — c 


•) 
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avec a,6,c € R. Maintenant 

e ~, 2 = (We.W-y = We , 2 W-' = W (“' _ 0 ^ W~' = (~‘ _°,) . 

Or „ 

~ 2 ( « b + c\ _ (a 2 + b 2 - c 2 0 \ 

Cl _ \b-c -a J ~ \ 0 a 2 + b 2 — c 2 J 

donc 

a '> + b 2 -c 2 = -l. ( 1 . 36 ) 


De même, en prenant q = e 2 = 



on obtient : 


e 2 = W e 2 W 1 


f a ' 6' + c'\ 

- c' -a' J 


avec a', b\d € R et 


/2 . i /2 

a +6 


c' 2 = -1. 


(1.37) 


Maintenant, 

Tr (êjéâ) = Tr(We l W~'We 2 W- 1 ) = Tr (We^iy 1 ) = Tr( ei e 2 ) = Tre 3 = 0, 



/ aa 1 + (b + c)(b r — c') a{b' + d) — a'(b + c)\ 

\a'(b — c) — a(6' — c') aa' + (b — c)(b’ + d) J 


donc Tr(êie 2 ) = 2(aa' + bb' — ce') et par conséquent 

aa' -f bb' — cc' = 0. 


(1.38) 


D’après l’inégalité de Schwarz, on a alors compte tenu de (1.36) et (1-37) 
cc' = aa' + bb' ^ \AdTvVa' 2 + b' 2 = Vc 2 - 1 y/d 2 - 1 


d’où par élévation au carré 



Cela est en contradiction avec (1.36) et (1.37). 11 n’existe donc pas de W vérifiant 
(1.35). 



Chapitre 2 

Groupe orthogonal, Groupe 
euclidien. 


2.1 Rappels. 


2.1.1 Vecteurs et matrices. 

Bases d’un espace vectoriel. 

Soit K un corps commutatif et E un A -espace vectoriel. Un système de vecteurs 
B = (fi,... ,f„) est une base de E si tout vecteur x € E s’écrit de façon unique 

( e \ 

X = £ n =1 £Jfj (£>' e K Vj). La matrice colonne X = I \ est la matrice des 

w 

composantes du vecteur x dans la base B. Si E possède une base ayant n éléments, 
toute autre base de E a aussi n éléments. On dit que E est de dimension finie n et 
on note dim E = n. 


Base canonique de K n . 

Si E est l’espace vectoriel K n , un vecteur x G E est une suite de n éléments de 

'1\ /o' 


K notée en colonne x = 



. Les vecteurs ej = 




e„ = 


forment 


la base canonique (e*, . . . , e„) do K n . Le vecteur x — 
colonne dans la base canonique. 


0 

/x'\ 


V e "/ 


s’identifie à sa matrice 


Matrice de passage. 

Soit E un A'-espace vectoriel de dimension finie n. Si E 


et 


a\ 


o: 


ou 


B' = (fj, . . . sont, deux bases de E, la matrice P = I | 

W 

est la matrice colonne des composantes du vecteur fj dans la base B, est la matrice 


oc 


/oc ï 


\ Q l 
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de passage de la base B à la base B'. Si X et X' sont les matrices colonnes de x £ E 
dans les bases respectives B, B', on a la formule de changement de bases 

X = PX'. (2.1) 

S’il est besoin de préciser, on note Pb,B' au lieu de P. 

Matrice d’un système de vecteurs. 

Soient Xi,... ,x r un système de r vecteurs de E. Si Xi,... ,X r désignent les 

matrices colonnes des composantes de ces vecteurs dans la base B — (fi, , f n ) la 

matrice V = (X 1} . . . , X r ) est appelée matrice du système Xi, . . . , x r dans la base 
B. C’est une matrice à n lignes et r colonnes. Si B 1 — (f(, . . . ,f^) est une autre base 
de E, les matrices colonnes X [ , . . . , X' r des composantes des vecteurs dans la base 
B' vérifient d’après (2.1) X, = PX[ \/i, avec P = Pb,b>- La matrice V' du système 
Xi, ... ,x r dans la base B', vérifie donc 

V = PV'. (2.2) 

Si r = n, le déterminant de la matrice V est appelé déterminant dans la base B du 
système de vecteurs Xi, . . . , x„ et noté detg (xj, . . . , x„). D’après (2.2), on a 

det, 0 (xj,. . . ,x n ) = det P det b< (xi,. . . ,x„). (2.3) 

Matrice d’un endomorphisme. 

Un endomorphisme de E est une application linéaire f : E —> E. Les endomor- 
phismes de E forment un A'-espace vectoriel noté C{E). La matrice A = M(f, B , V) 
d’un endomorphisme / de E dans deux bases B = (fi,...,f n ), 

. W 

, où I : I est la matrice colonne des 

w 

composantes du vecteur /( fj) dans la base V. On dit que B est la base de départ et 
V la base d’arrivée. Lorsque T> = B, on dit simplement que A est la matrice de / 
dans la base B et on note A = M.(f,B). 

Pour x € E, si X est la matrice colonne des composantes de x dans la base B, Y 
la matrice colonne des composantes de y = /(x) dans la base T>, et A = A4(f, B , V), 
on a la relation : 

Y = AX. (2.4) 

On notera que la matrice de passage P de la base B à la base B' est la matrice 
M(Id E ,B\B), où ld E désigne l’application identique de E sur E. L’équation (2.4) 
donne dans ce cas l’équation (2.1). 

Les bases de départ et d’arrivée B et V étant fixées, l’application 

Fb,v : C(E) M n (I<) (2.5) 

définie par 

est un isomorphisme de l’espace vectoriel C(E) sur l’espace vectoriel M n (K) des 
matrices n x n à coefficients dans K. Notons que C{E) est aussi un anneau unitaire 
lorqu’on le munit de l’addition et de la loi o . L’application Fb, v est alors aussi un 
isomorphisme d’anneaux. 


P = (gx,--- > gn) est A = 


a ; 


al 


. a , 


a„ 
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Groupe GL(E). 

Il est immédiat que l’ensemble GL(E) des automorphismes de l’espace vectoriel 
E, i.c. l’ensemble des bijeetions linéaires de E sur lui-même, est un groupe pour 
la’ loi O et que l’application (2.5) donne par restriction un isomorphisme du groupe 
GL(E) sur le groupe GL{n,K) des matrices inversibles de M n ( AO- 

Formule du changement de bases. 

Si B,B',V,V sont 4 bases de £ et si P désigne la matrice de passage de B à B' 
et Q la matrice de passage de P à V , on a la formule du changement de bases : 

B = Q~ l AP (2-6) 

avec A = M(f, B, V) et B = M(f, B', V). 

Dans le cas où les bases de départ et d’arrivée sont les mêmes, i.e. D = B et 
V - B\ la formule du changement de bases s’écrit simplement 

B = P~ l AP (2-7) 

avec A = M(f, B), B = M{f, B 1 ) et P la matrice de passage de B à B'. 


Matrices équivalentes, matrices semblables. 

Deux matrices A, B G M n (K) sont dites semblables sur K s’il existe une matrice 
inversible P € GL(n,I<) telle que B = P" 1 AP. D’après la formule du changement 
de bases (2.7), deux matrices sont semblables sur K si et seulement si il existe un 
endomorphisme / de E et deux bases B et B' de E telles que A = M(f,B) et 
B = M{f,B'). 

Deux matrices A, B € M n (K) sont dites équivalentes sur K s’il existe deux 
matrices inversibles P,Q € GL(n, I<) telle que B = Q~ l AP. D’après la formule du 
changement de bases (2.6), deux matrices sont équivalentes sur K si et seulement 
si il existe un endomorphisme / de E et quatre bases B,T>,B',Ty de E telles que 
A = M{f,B,V) et B = M{f,B',V). 

La similitude sur K et l’équivalence sur I< sont deux relations d’équivalence sur 
M n (K). 


Rang d’une matrice. 

Le rang d’un endomorphisme f de E est r = dim(lm /). Le rang d’une matrice 
A e M n {K) est le rang du système de ses vecteurs colonnes dans K n , i.e. la dimen- 


Jr = 


seulement 

si elle est 

équiv 

/I 0 ... 

0 

0 .. 

. 0\ 

0 1 ... 

0 

0 .. 

. 0 

0 o ... 

1 

0 .. 

. 0 

0 0 ... 

0 

0 .. 

. 0 

\0 0 ... 

0 

0 .. 

. 0/ 


( 2 . 8 ) 
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avec r fois 1. 

B et V étant deux bases de E, le rang de / est égal au rang de la matrice 
A = M(f,B,V). 

Déterminant et trace. 

Soit / un endomorphisme de E. D’après (2.7), si B et B' sont deux bases de E et si 
A = A4(f, B) et B = M(f,B'), on a det B = det A. Ainsi det Af (/, B) ne dépend pas 
de la base B mais seulement de /. On le note det /. On a 
det (f o g) = (det /) (det</) V/,</ € £(E), et / est bijective si et seulement si 
det / ^ 0. 

De même la trace Tr A = a i rie dépend pas de la base B mais seulement de 
/. On a en effet Tr (MN) = Tr (NM) VM, N € M n (K), donc 

Tr B = Tr(P~ 1 AP) = Tr (PP~ l A) = Tr A. 

On la note Tr /. On aTr(f og) — Tr (g o f) \/f,g € C(E). 


Orientation d’un espace vectoriel réel. 

On suppose K = E. Si B et B' sont deux bases de E, la matrice de passage 
P = Bb.b 1 est telle que det P ^ 0, donc on a det P > 0 ou det P < 0. La relation 

B7ZB' det Pb,B' > 0 

est une relation d’équivalence dans l’ensemble de toutes les bases de E. Il y a 2 
classes d’équivalence. On appelle orientation de E l’une quelconque de ces classes. 
Une orientation étant fixée, une base appartenant à cette clas.se est appelée directe. 
Une base appartenant à l’autre classe est dite rétrograde. Le choix d’une base de E 
détermine une orientation de E pour laquelle cette base est directe. 


2.1.2 Produit scalaire. 

Définition 2. 1. Soit E un R -espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E 
une application 


(x,y)e->(x|y) (2.9) 

de E x E — » R ayant les propriétés suivantes. 

(i) L’application 2.9 est bilinéaire. 

(ii) L’application 2.9 est symétrique, i.e. 

(x|y) = (y|x) Vx,y € E. 

(iii) L’application 2.9 est définie positive, i.e. 

(x|x) ^0 Vx e E; 

Vx € E, (x|x) = 0 =*• x = 0. 



50 


CHAPITRE 2. GROUPE ORTHOGONAL, CROUPE EUCLIDIEN 


Rappelons la définition d’une norme: 

Définition 2. 2. Soit K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel, on ap- 
pelle norme sur E une application x 1-4 ||x|| de E dans [0, +oo[ ayant les propriété .< 
suivantes. 

(i) ||x|| = 0 x - 0 . 

(ii) ||Ax|| = |A| ||x|| VA € A',x € E. 

(iii) || x + y IK INI + llyll Vx, y G E ( Inégalité triangulaire). 

La norme associée au produit scalaire est définie sur E par 

||x|| = \/(x|x). 


Notons aussi que l’on a: 

|(x|y)| ^ ll x lll|y|| Vx,y€£ (Inégalité de Cauchy-Schwarz); (2.10) 

pour tout y G E, 

(x|y) = 0 Vx € E => y = 0; (2-1 1) 

pour tous y, z € E , 

(x|y) = (x|z) Vx € E =*• y = z; (2.12) 

et enfin l’identité de polarisation 

(x|y) = ~(||x + y|| 2 - ||x|| 2 - ||y|| 2 ) Vx,y € E. (2.13) 

Espace euclidien. 

Définition 2. 3. On appelle espace euclidien un R-espace vectoriel de dimension 
finie muni d’un produit scalaire. 

Espace euclidien R n . 

Le produit scalaire canonique sur E = R" est le produit scalaire défini par 

n 

(*|y ) = X>V 

3=1 


pour x = 




. Cela s’écrit encore 


(x|y) =‘xy 


en identifiant les vecteurs x,y à leurs matrices colonnes dans la base canonique 
(d,... ,e n ) de E. (Si A est une matrice A = ( a J) sa transposée est la matrice 


M = (a*)). 
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Matrice du produit scalaire. 

Soit E un espace euclidien et B = (f 1} . . . ,f n ) une base de E. On a: 

(*|y) = (£ ? f ‘l Ê Ai) = £ fV(filfj) = ‘x ay 

*=1 3 = 1 tJ=l 



sont, les matrices colonnes de x, y dans la base B et A 


est la matrice dont le terme de la ligne i et colonne j est le produit scalaire (fi|fj). 
On dit que A est la matrice du produit scalaire dans la base B. La base B est dite 
orthonormée si A = I, i.e. 


m) = ki = 


si i ^ j 
si i = j. 


On démontre que tout espace euclidien possède des bases orthonormées. 


Exemple. La base canonique de l’espace euclidien R" est orthonormée. On l’appelle 
base orthonormée canonique. 


Isomorphisme avec le dual. 

Le dual E* d’un K - -espace vectoriel E est le /if -espace vectoriel des formes li- 
néaires sur E , i.e. des applications linéaires de E dans I\. 

Il n’y a en général pas d’identification canonique, i.e. indépendante du choix 
d’une base de E , entre E et E *. Le produit scalaire d’un espace euclidien E permet 
une telle identification canonique entre E et E*. Plus précisément: 

Proposition 2. 1. Soit E un espace euclidien et E * le dual de E. L’application <p 
de E dans E * définie par 

v>( x ) = H x ) 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

Démonstration. 

Il est immédiat que ip est une application de E dans E* et qu’elle est linéaire. 
Elle est injective puisque la condition (y|x) = 0 Vy € E implique x = 0. Comme 
dimE = dirn E*, elle est bijective, donc c’est un isomorphisme. □ 


Supplémentaire orthogonal. 

Proposition 2. 2. Soit E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. 
Soit F 1 = {y € F] (x|î/) = 0 Vx € F}. Alors F x est un sous-espace vectoriel de 
E et E = F © F L . 

Démonstration. 

II est immédiat que F L est un sous-espace vectoriel de E. On a F Ci F 1 = {0} 
puisque x 6 F fl F x implique (x|x) = 0. La somme F + F 1 - est donc directe, i.e. 
F + F L = F © F L . Pour montrer que E = F © F L , considérons l’application ip de 
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E dans le dual F* de F définie par ^(x) = (-|x)| F , Le. it>(x)(y) = (y|x) Vy € F. 

est linéaire et. son noyau est F 1 . Par décomposition canonique de tf>, on obtient 
donc une application linéaire injective de E / F L dans F*. Cela implique 

dim (E/F L ) = dirn E - dim F 1 ^ dim F" = dim F, 

donc dim E dim F + dim F x = dim (F © F 1 ) et ainsi E = F © F 1 . □ 

Définition 2. 4. On appelle F x l’orthogonal ou encore le supplémentaire orthogo- 
nal de F. 

2.1.3 Adjoint d’un endomorphisme. 

Théorème 2. 1 (adjoint d’un endomorphisme). Soit E un espace euclidien et 
f un endomorphisme de E. 

(i) Il existe un endomorphisme f* de E unique tel que 

(/(x)|y) = (x|/*(y)) Vx,ye£. (2.14) 

(ii) Dans toute base orthonormée, la matrice de f * est la transposée de celle de f. 

Démonstration. 

(i) Si /* existe, son unicité est immédiate, puisque s’il existait deux telles appli- 
cations /* et p on aurait 

(/( x )|y) = (x|/‘ (y)) = (x|/ t (y)) Vx,y e E, 

donc, d’après l’implication (2.12): 

/ f (y) = /‘(y) Vy€F. 

Montrons l’existence de /*. Soit y € F. L’application ip y de E dans K définie par 
^ y (x) = (/(x)|y) Vx e E est linéaire, donc est un élément du dual E*. D’après 
l’identification canonique entre E et E*, il existe donc un unique vecteur v y G E tel 
que V’y(x) = (x|v y ) Vx G E, i.e. 

(/( x )|y) = (x|v y ) Vx G E. 

On a pour tous x, y, y' € E 

(x|v y+ y») = (/(x)|y + y') 

= (/(x)|y) + (/(x)|y # ) 

= (x|Vy) + (x|Vy.) 

= (x|Vy + Vy/) 

donc, d’après l’implication (2.12) : v y+y . = v y + v y ,. De même, pour A G K, 

(x| v A y ) = (/(x)|Ay) = A(/(x)|y) = A(x|v y ) = (x|Av y ) 

donc v Ay = Av y . L’application f* : E -* E définie par /‘(y) = v y Vy G E est donc 
un endomorphisme de E. 
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(ii) Si maintenant B = (fj , . . . , f n ) est une base orthonormée quelconque et A = (aj) 
désigne la matrice de / dans la base B, on a: 

(fil/*(fj)) = (/(fl)|fj) = (Ê«?f k |fj) = Êaf(f k |fj) = ai 

k-1 k=\ 

donc M{f*,B) = l A. □ 

Définition 2. 5. Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. L’en- 
domorphisme /* du Théorème 2.1 est appelé l’endomorphisme adjoint de f. 

Proposition 2. 3. Soit E un espace euclidien. On a: 

(i) ( Id E )* = Id E . 

(ii) (f*Y = r V/€£( E). 

(iii) (/ O g y — g* o /* V/, g ec( E). 

(iv) Si f € E(E) est bijective, il en est de même de f* et = (/ -1 )*- 

(v) det /’ = det / V/ € C(E). 

Démonstration. 

Fixons une base orthonormée B de E. On sait que pour tout endomorphisme / 
de E, la matrice de /’ dans la base B est la transposée de celle de /. En considérant 
les matrices, les propriétés (i) à (v) sont alors immédiates. □ 

2.2 Isométries, groupe orthogonal. 

Dans toute la suite, E désigne un espace euclidien. 

2.2.1 Endomorphismes isométriques. 

Proposition 2. 4. Soit f un endomorphisme de E. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

(i) ll/(x)|| = ||x|| Vx € E. 

(Ü) (/( x )l/(y)) = (x|y) Vx,y € E. 

(iii) f o / = Id E . 

(iv) f est bijective et f* — / -I . 

Démonstration. 

(i) (ii). On a pour tous x,y E E d’apres l’identité de polarisation (2.13): 

(/Ml/(y)) = |(ll/(x) + /(y)l| 2 - ll/(x)|| 2 - ||/(y)|| 2 ) 

= i(ll/(x + y)|| 2 -||/(x)|p-||/(y)|| 2 ) 

= 5 (l|x + yf-||xf-||y|| 2 ) 

= ( x ly)- 

(ii) =► (iii). (ii) s’écrit (x|/*(/(y))) = (x|y) Vx,y € E d’où /’(/(y)) = y Vy G E et 
f*of = Id E . 

(iii) => (iv). det f* det / = det(/* o /) = det Id E = 1, donc det/ ^ 0 et / est 
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bijective. On obtient alors /* = f~ l en composant à droite l’égalité (iii) par / l . 
(iv) =► 0). ||/(x)|| 2 = (/(x)|/(x)) = (x|(/'(/(x))) = (x|x) = ||xf puisque 
/* o / = Id E . 1=1 

Définition 2. 6. On dit qu’un endomorphisme de E est isométrique s’il possède 
l’une des propriétés équivalentes de la proposition 2-4- 

Proposition 2. 5. (i) Un endomorphisme isométrique de E a pour déterminant 

± 1 . 

(H) L’ensemble noté O(E) des endomorphismes isométriques de E est un groupe 
pour la loi o. 

(iii) Les endomorphismes isométriques de déterminant 1 forment un sous-groupe 
distingué de 0(E ) noté SO(E). 

Démonstration. 

(i) On sait que det f* = det / V/ G C{E). Or un endomorphisme est iso- 
métrique si et seulement si /* o / = Me- (Prop. 2.4). Donc si / est isométrique, 
det (/* o /) = (det f) 2 = 1. 

(ii) D’apres (i), 0(E ) est un sous-ensemble du groupe GL(E) des automorphismes 
de l’espace vectoriel E. C’est un sous-groupe de GL(E) puisque: 

• Me G O(E). 

• V /,<7 G 0(E),Vx G E, ||(<7 o /)(x)|| = ||< 7 (/(x))|| = ||/(x)|| = ||x|| donc 
<7 ° / G O(E). 

• V/ G O(E), on a f~ l G 0{E) puisque pour tout, y G E, on a en posant x = / -1 (y) : 

ll/- , (y)ll = Ml = ll/WII = l|y||. 

(iii) SO(E) est un sous-ensemble de O(E). 

• Me € SO(E). 

SO{E),gof G SO(E) puisque dct(gof) = (det#)(det/) = 1- 

• V/ G SO(E), on a / _1 G SO(E) puisque det/ -1 = (det/) -1 = 1. 

SO(E) est donc un sous-groupe de O(E). 11 est distingué dans O(E) puisque pour 
tout / G SO(E) et tout g G 0{E), gofog' 1 G O(E) et det (g o f o g~ l ) = det / = 1 
donc g o f o g~* G SO(E). D 

Définition 2. T. Le groupe O(E) des endomorphismes isométriques de E est appelé 
le groupe orthogonal de E. Le sous-groupe SO(E) est appelé le groupe des rotations 
de E. 


2.2.2 Matrices orthogonales. 

Définition 2. 8. Une matrice A G M n (R) est dite orthogonale si elle vérifie : 

t AA = A t A = l (2.15) 

Théorème 2. 2. Soit f un endomorphisme de E, B = (fi,... ,f n ) une base ortho- 
normée de E, et A = la matrice de f dans la base B. Les deux propriétés 

suivantes sont équivalentes. 

(i) L’endomorphisme f est isométrique. 

(ii) La matrice A est orthogonale. 
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Démonstration. 

On a: 


/ isométrique 


^ f* o / = ïd E 
& l A A — I 

A inversible et ‘A = A~ l 
O A orthogonale. 


D’après (2.15), si A est une matrice orthogonale réelle, on a 

det 1 A A — (det A) 2 = det I = 1, 


(Prop. 2.4) 
(Th. 2.1) 


□ 


donc det A = ±1. 

On note 0(n, R) ou simplement 0(n) l’ensemble des matrices orthogonales réelles, 
et SO(n, IR) ou SO(n) l’ensemble des matrices orthogonales réelles de déterminant 
1 . 

Théorème 2. 3. (i) 0(n) est un sous-groupe de GL(n,R) isomorphe à O(E). 

(ii) SO(n) est un sous-groupe distingué de 0(n) isom.orphe à SO(E). 

Démonstration. 

(i) Fixons une base orthonormée B = (fi,... , f n ) de E , et considérons l’appli- 
cation F : GL(E) -» GL(n,R) qui associe à un endomorphisme / de E sa matrice 
A = M(f, B) dans la base B. F est un isomorphisme du groupe GL(E) sur le groupe 
GL(n, R). L’image par F du sous-groupe O(E) de GL(E) est 0(n) d’après le Théo- 
rème 2.2. Donc 0(n) est un sous-groupe de GL(n, E), et la restriction de F à O(E) 
est un isomorphisme de O(E) sur O(n). 

(ii) L’image par F du sous-groupe SO(E ) de GL(E) est SO(n). Donc SO(n) est 
un sous-groupe de GL(n , R) et la restriction de F à SO(E) est un isomorphisme de 
SO{E) sur SO(n). Comme SO(E) est distingué dans 0{E), le sous-groupe image 
F(SO(E)) = SO(n) est distingué dans F(0(E)) = 0(n) (Th. 1.6). 

□ 

Proposition 2. 6. Une matrice A G M n (R) est orthogonale si et seulement si ses 
vecteurs- colonnes {ci, . . . , c n } forment un système orthonormé de R" pour le produit 
scalaire canonique. 

Démonstration. 

Si A = (a)), on a: 

A G O(n) & 1 A A — I 

n 

k—l 

(ci|cj ) = 6ij Vi,j. 

□ 

Corollaire. Soit A G M n ( R) et B - (f x ,. . . ,f n ) une base orthonormée de E. A est 
orthogonale si et seulement si c’est la matrice de passage de la base B à une autre 
base orthonormée B' = (fj, . . . ,f(,) de E. 
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Démonstration. 

Observons d’abord que la colonne d’indice j (1 ^ j ^ n) de A est la colonne des 
composantes dans la base B du vecteur 

Ç = £ € E. 

t=l 

Si B' = (fj,... ,f„) est une base de E , on a donc A = Pb,B' par définition de la 
matrice de passage. 

Or 

(ffj) = È <, .' 0 i = ( Ci l c i) v»,i a < *\i «; »). ( 2 - 16 ) 

k= i 

donc B' = (fj , , f' ) est une base orthonormée de E si et seulement si les vecteurs 

colonnes {ci, ... ,c n } de A forment un système orthonormé de R n pour le produit 
scalaire canonique, i.e. si et seulement si A est une matrice orthogonale. 

Ainsi, si A est, orthogonale, B' est une base orthonormée de E et alors A = Pb,b'- 
Réciproquement, si B' est une base orthonormée de E, A = Pb,b' et la matrice A 
est orthogonale d’après (2.16). 1=1 

2.2.3 Produit vectoriel en dimension 3. 

On suppose l’espace vectoriel euclidien E orienté et de dimension 3. Si B, B' sont, 
deux bases orthonormées directes de E , on a pour x 1} x 2 ,x 3 e E 

dettf(xi, x 2 , x 3 ) = detB'(x 1 ,x 2 ,x 3 ). 

En effet, d’après (2.3) 

dct B (xi,x 2 ,x 3 ) = det Pdet B -(xi,x 2 ,x 3 ) 

avec P = Pb,b< ■ Or P est orthogonale puisque B et B' sont orthonormées; son 
déterminant est donc ±1. C’est 1 puisque B et B' sont directes. 

On appelle produit mixte des trois vecteurs xi,x 2 ,x 3 et on note [xi,x 2 ,x 3 ] le 
déterminant det B (xj,x 2 ,x 3 ) dans une base orthonormée directe quelconque de E. 
Comme on vient de le voir, il ne dépend pas de la base orthonormée directe de E 
utilisée. 

D’après les propriétés du déterminant, (x 1? x 2 ,x 3 ) est une base ( resp . directe) 
de E si et seulement si [x!,x 2 ,x 3 ] ^ 0 (resp. > 0). 

Fixons maintenant xi,x 2 G E et considérons l’application E dans R définie par 
x [xi,x 2 ,x]. C’est une forme linéaire sur E. D’après la Prop.2.1, il existe un 
vecteur w G E unique tel que 

(x|w) = [x!,x 2 ,x] Vx G Æ. 

On dit que w est le produit vectoriel de Xi et x 2 et on note w = Xj Ax 2 . On a 
donc par définition 

[xj,x 2 ,x] = (x|xj A x 2 ) VxGË. 

Proposition 2. 7. (i) Soient xi,x 2 G E. Le produit vectoriel Xj A x 2 est nul si et 
seulement si Xi et x 2 sont liés. 
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(ii) Xi A x 2 est orthogonal à x x et à x 2 . 

(iii) Si B = (e 1 ,e 2 ,e 3 ) est une base orthonormée directe de E et pour i = 1,2 

^ = EU F e h (F € K), alors xx A x 2 = £j=i ^ej at>ec 

v l = FF2 ~ FF 

r? = FF - FF 

F = FF - FF - 

(iv) On a 

||xi A x 2 || 2 = ||xi || 2 ||x 2 || 2 - (xx|x 2 ) 2 ( identité de Lagrange). 

(v) Si Xi et x 2 sont indépendants, (x 1 ; x 2 ,xi Ax 2 ) est une base directe de E. 

(vi) Si Xi et x 2 sont orthogonaux et normés, (xj,x 2 ,xi A x 2 ) est une base ortho- 
normée directe de E. 

(vii) L’application (xx,x 2 ) x x A x 2 de E x E dans E est bilinéaire. Elle est 
aniisymétrique, i.e. 

x 2 A Xi = — Xi A x 2 Vxj ,x 2 GE. 

(viii) Pour Xi,x 2 ,x 3 6 E, 

Xj A (x 2 A x 3 ) = (xi|x 3 )x 2 - (xi|x 2 )x 3 (2.17) 

(xj A x 2 ) A x 3 = (xi|x 3 )x 2 - (x 2 |x 3 )xi (2.18) 

En pariiculier la loi définie par (x x ,x 2 ) 4 Xj A x 2 dans E n’est pas associative. 

(ix) Pour xi,x 2 ,x 3 e E, on a 

Xi A (x 2 A x 3 ) + x 2 A (x 3 A xi) + x 3 A (xi A x 2 ) = 0 ( identité de Jacobi). 


Démonstration. 

(i) Si Xj et x 2 sont liés, on a [x 1} x 2 , x] = 0 pour tout x € E. En particulier pour 
x = Xj A x 2 , cela donne 

0 = [x x , x 2 , Xx A x 2 ] = (x a A x 2 I Xx A x 2 ) = ||xx A x 2 || 2 

donc Xx A x 2 = 0. Montrons que réciproquement la condition x x A x 2 = 0 implique 
que Xx et x 2 sont liés. Far contraposition, cela équivaut à montrer que la condition 
Xx et x 2 indépendants implique x x A x 2 ^ 0. Or si x x et x 2 sont indépendants, 
il existe x € E tel que (x x ,x 2 ,x) soit une base de E. Alors [xi,x 2 ,x] ^ 0. Mais 
[x x , x 2 , x] = (x|x x A x 2 ), donc Xx A x 2 ^ 0. 

(ii) (xx|xi A x 2 ) = [xx,x 2 ,xx] = 0, et, de même (x 2 |xx A x 2 ) = [x x ,x 2 ,x 2 ] = 0. 

(iii) On a 

£i i 

77 1 = (ex|xx A x 2 ) = [xx,x 2 ,ex] = F F 0 — £?£ 2 ~£i£ 2 > 

F F 0 
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Cl Cl o 

V 2 = ( e 2 |xi A x 2 ) = [xi,x 2 ,e 2 ] = Cf Cl 1 = Cid~ Cld> 

Cf Ci 0 

ci ci o 

t? 3 = (e 3 |xx Ax 2 ) = [xi,x 2 ,e 3 ] = Cf Cl 0 = f{£ 2 ~ Cf Cl- 

Cf Ci 1 

(iv) 

iixxii 2 iix 2 n 2 - (xx | X2 ) 2 = m? + (ci? + (cf?) mr + (ci? + (® a ) 

-(clcl + cfcl + clci) 2 

= (d) 2 (cl) 2 + (cmcl) 2 + ( cd 2 ( c 3 2 ) 2 - ( eî ) 2 (^) 2 
Hcimi) 2 + (m^ncmci? - (jîn&r 

ncmcir + (cmar + 

- 2 ClCfCUl - 2 ClCfCki - 2 cfcfclci 
= (cl cl - cf Cl) 2 + (Cf cl - cl ci) 2 + (Cf ci - cfcl) 2 

= (v 3 ) 2 + (v 2 ) 2 + (v 1 ) 2 

= ||x 1 Ax 2 || 2 . 


(v) D’aprcs (i), x x A x 2 ^ 0 puisque x x et x 2 sont indépendants. Maintenant, 
[xx,x 2 ,x! A x 2 ] = ||xj A x 2 || 2 > 0 donc (x 1 ,x 2 ,x x A x 2 ) est une base de E et elle 
est directe. 

(vi) Le système {x x ,x 2 } étant orthonormé, Xj et, x 2 sont indépendants. D’après (v) 
(xi,x 2 ,Xi A x 2 ) est une base directe de E. Il reste à voir qu’elle est orthonormée. 
Or d’après (ii), Xj A x 2 est orthogonal à x x et x 2 , et d’après l’identité de Lagrange, 
||xx Ax 2 || = 1. 

(vii) Pour tout x G E on a d’après les propriétés du déterminant 

[x 2 ,xx,x] = - [xj,x 2 ,x] . 

Cela s’écrit 

(x|x 2 A Xx) = -(x|xx A x 2 ) Vxç£. 

D’après (2.12), cela équivaut à x 2 A x x = — x x A x 2 . Donc l’application 
(xx,x 2 ) h Xj A x 2 de £ x £ dans E est antisymétrique. Montrons qu’elle est 
bilinéaire. Comme elle est antisymétrique, il suffit de démontrer que 

(Axx + //yx) A x 2 = A(xj A x 2 ) + n(yi A x 2 ) 

pour tous A,/x G E et tous xx,yi,x 2 G E. Or pour tout x € E, on a d’après les 
propriétés du déterminant 

(x | (Axx + /j,yi) A x 2 ) = [Axx +/iyx,x 2 ,x] 

= A[xx,x 2 ,x] + /i[yi,x 2 ,x] 

= A(x|xx Ax 2 ) + /i(x|yx Ax 2 ) 

= (x|A(xx Ax 2 ) + /i(yi Ax 2 )) 
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d’où le résultat d’aprcs (2.12). 

(viii) Fixons une base orthonormée directe B — (ei,e 2 ,e 3 ) de E. En identifiant un 
vecteur à la matrice-colonne de ses composantes dans la base B, on a 



Xi A (x 2 A x 3 ) 



(cimm - cm) - mm - cm)\ 

\g(ges-gg)-g(gg-gg)/ 

/am i+gg)-g(gg+gg)\ 
g(gg + gg)-g(gg+gg) 
\g(gg+gg)-g(gg+gg)/ 

[CKCm + g g + gg) - g(gg + gg + gg)\ 

+ «s + gg) - g(ga + gg + cm) 
\mm + cm + cm) - mm + cm + cm) J 

[C'A [CA 

(cm + cm + cm) un - (g g + cm + cm) g 

\cv \CiJ 

(xx|x 3 )x 2 (xi |x 2 ) x 3 . 


Cela montre (2.17). Pour (2.18), on utilise l’antisymétrie: 


(xx A x 2 ) A x 3 = — x 3 A (xx A x 2 ) = -(x 3 |x 2 )xx + (x 3 |xx)x 2 . 


(ix) 

x x A(x 2 A x 3 ) + x 2 A (x 3 A Xi) + x 3 A (xx A x 2 ) 

= (xx|x 3 )x 2 - (xx|x 2 ) x 3 + (x 2 |xx)x 3 - (x 2 |x 3 )xx + (x 3 |x 2 )xx - (x 3 |xx)x 2 

= 0 . 


□ 


2.2.4 Semi-simplicité des endomorphismes isométriques. 

Théorème 2. 4. Soit f un endomorphisme, isométrique de E et F un sous-espace 
vectoriel stable par f, i.e. f(F) C F. 

Alors l’orihogonal F 1, de F est aussi stable par f. 
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Démonstration. 

On sait que E = F © F x . Soit y G F x . Pour tout x € F, on a: 

(/(y)|x) = (y|r(x)) = (y|r'(x)). 

Comme / est bijective on a dim/(F) = dimF, donc /(F) C F implique 
/(F) = F et par conséquent / -1 (x) € F. 

Alors (/(y)|x) = (y|/ _1 (x)) = 0. Comme x € F est arbitraire, /(y) G F x . 
Comme y G F x est arbitraire, F 1 est stable par /. 


2 . 2.5 Calcul de 50(2) et 0(2). 

On utilise dans ce qui suit les fonctions sin et cos ainsi que la notion d’angle 
de deux vecteurs non nuis de l’espace euclidien R 2 . Ces notions feront l’objet d’une 
introduction rigoureuse indépendante au chapitre 7. 


Théorème 2. 5. (i) 


50(2) = 


; a, b G R, u 2 + fr 2 


—b u 


-■} 


{(“! “ sir f);0e R } 

^ y sin 0 cos 6 J 


( il ) Le. groupe. 50(2) est commutatif, 
(iii) 


0(2) 


\SO( 2) = ((“ JJ; «,6 e R, d 2 + 6 2 = i} 


^cos 6 sin 0 N 
sin 0 — cos 6 , 


-,0e 


i 


Démonstration. 

(i) Par définition, 


-C 


50(2) = {A € M 2 ( R); l AA = I-, det A = 1}. 
b'' 


Soit donc A = [ G A7 2 (R). On a 

A e 50(2) det A = 1 et ‘A = A -1 . 

Or on sait que A est inversible si et seulement si det A / 0, et que l’on a alors 

i-i ( d ~ b \ 


A~ x = (det A)' 


-c a 


Les conditions 


det A = 1 
1 A = A - 1 
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s’écrivent donc 



ce qui est équivalent à 


ad — bc = 1 



ou encore 

d — a 
c = —b 
a 2 + b 2 = 1. 

Les éléments de 50(2) sont donc les matrices A de la forme 

A= ^ ; o,6 G R, a 2 + b 2 = 1 . 


La deuxième égalité de (i) résulte du fait que pour tout couple (a, b) de réels tels 
que a 2 + b 2 = 1 il existe 0 G R tel que a = cos 6 et b = — sin 0. 

(ii) Pour A = et B = ^ éléments de 50(2) 

(o,6,c,d G R, a 2 + b 2 = 1, c 2 + d 2 = 1), on a 


AB = 


ac — bd 
— ( ad + bc) 


ad + bc' 
ac — bd. 


BA. 


(iii) La matrice A= d) ^ ^(R) appartient à 0(2) \ 50(2) si et seulement si 
A € 0(2) et det A = — 1. Les conditions 


s’écrivent 


det A — — 1 
*A = A- 1 


ad — bc 



-1 

1 

ad — bc 




) 


ad — bc = 
a c\ 

b d) 




5 


ce qui est équivalent à 
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ou encore 

d = —a 
c = b 
a 2 + b 2 = 1. 

Les éléments de 0(2) \ .90(2) sont donc les matrices A de la forme 

A = ^ ; a,b£ R, a 2 + 6 2 = 1. 

La deuxième égalité de (iii) résulte du fait que pour tout couple (a, b) de réels tels 
que a 2 + b 2 = 1 il existe 6 £ IR tel que a = cos 6 et b = sin 6. 

On aurait aussi pu utiliser le raisonnement qui suit. Soit J = — ^ 

est immédiat que J £ 0(2) \ .90(2) puisque det J — 1, J 2 = / et J est symé- 

trique. Considérons l’application L./ : 0(2) — »■ 0(2) définie par /I •-> Lj(A) = JA. 
Tout Æ € 0(2) possède comme antécédent unique par Lj la matrice A = J B £ 0(2). 
L’application Lj est donc une bijcction de 0(2) sur lui-même. Comme 
det B = det J det A = - det A, on a B £ 0(2) \ 50(2) O A g 50(2). L’image 
par Lj de 50(2) est donc 0(2) \ 50(2). Cela s’écrit encore 

0(2) \ .90(2) = Lj(SO{ 2)) = J 50(2). 


Or 



Donc d’après (i), on retrouve que les éléments de 0(2) \ 50(2) sont les matrices A 
de la forme 



6 J ; a,b£R, û 2 + fe 2 = 1. 


D 


Remarque. Soit ^ e 1. L’endomorphisme de R 2 dont la matrice dans la base 
orthonormée canonique est 




/ cos 6 
y sin 6 


— sin 
co s 6 J 


sera appelé rotation (vectorielle) d’angle 6 au Chap. 7. L’endomorphisme de R dont 
la matrice dans la base orthonormée canonique est 


( cos 6 sin 6 
sin 6 — cos 0 

est la symétrie orthogonale par rapport à la droite de pente tan | dont un vecteur 
directeur est v = ( COS © ) (Exercice 2.2.). 


2.2.6 Réduction canonique d’un élément de 50(3). 

Dans toute cette section, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension 
3, muni d’une base orthonormée (e!,e 2 ,e 3 ) fixée (par exemple la base orthonormée 
canonique si E = R"), et de l’orientation définie par cette base. 
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Rotation d’axe orienté Ek et d’angle 6. 

Proposition 2. 8. Soit k un vecteur normé de E et 6 £ E. Soit une base 

orthonormée directe de E telle que k = f 3 , et R k (0) G C(E) l’endomorphisme de E 
dont la matrice dans la base (fi,f2,f3) est 

( cos 6 — sin 6 0\ 
sin <9 cos# 0 J . 
ü 0 1/ 

Alors : 

(i) 5 k (#) eSO(E). 

(U) La matrice de R k (6) dans toute base orthonormée directe (fj.f^fs) telle que 
f ' = k est encore B. 

(iii) Si 0 ^ 0 (mod 2i r) l’ensemble des vecteurs x G E invariants par R k {6) est la 
droite A = Ek. 

(iv) Si 6^ 0 (mod 2n), l’équation R k (6) = R k '(0') (k' vecteur normé, #' G E ) a lieu 
si et seulement si k' = k et 6' = 6 (mod 2tt) ou si k' = -k et #' = - # (mod 2 tt). 

Démonstration. 

(i) On vérifie facilement que 

*BB= B l B = I 


et det B = 1. Donc B G 50(3) et 5 k (#) G SO(E). 

(ii) Soit ( f ( , f 2 > ^ 3 ) une autre base orthonormée directe telle que f£ = k. La matrice 
de passage P de la base (fi,f 2 ,f 3 ) à la base (f^f^fs) appartient à 60(3), car les 
deux bases sont orthonormées directes. Mais elle est de la forme 

« il 

0 0 1 / 


et l’on a P G 50(3) & Q G SO( 2). Maintenant, la matrice de R k (6) dans la base 
(Ç,f',f') est 


P-'BP = 



ou 


S = Q 


-i 


^cos# 
, sin # 


— sin# N 
cos 6 , 


Q. 


Mais 50(2) est un groupe commutatif (Th. 2.5), donc 




— sin #\ 
cos # J 


( cos # 
sin# 



et alors 


p- l BP = B. 
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(iii) Le polynôme caractéristique de R k (0) est 

det (R k (0) - XId E ) = det (B- XI) = {X 2 - 2X cos 6+ 1)(1 - X). 

Scs racines sont 1, e ,e = cos 6 + i sin 6 et e~ t0 = cos 6 — i sin 6. Si 0 ^ 0 (rnod 2n), e 
et e~ ie sont différents de 1, donc 1 est une valeur propre simple de R k (6). Or l’en- 
semble des vecteurs invariants par R. k (6) est le sous-espace propre Kcr ( R k (Q) — Me). 
Il est donc de dimension 1 puisque 1 est une valeur propre simple. Il contient k, donc 
c’est IRk. 

(iv) Supposons R k (6) — Rk'(6') avec k' vecteur normé et 6' G K. Comme k' est inva- 
riant par R k -(6'), il est invariant, par R k (6), donc c’est un multiple de k d’après (iii). 
Soit A G IR tel que k' = Ak. Comme k et k' sont normés, 
1 = ||k'|| - |A|||k|| = |A| donc A = ±1. Si A = l,k' = k. En comparant les 
matrices de R k (6) et Æ k (0') dans la base (fi,f 2 ,fs) on voit alors que l’équation 
R k (0) = R k (6') implique 0' = 6 (rnod 2 tt). Si A = -l,k' = -k. Posons alors 
f' = f 2) f' = f 1} f' = k' = — k. (fi, f^, fs) est une base orthonormée directe telle que 
fi = k' donc la matrice de Rk>(6') dans cette base est 

/ cos 6' — sin 6' 0\ 

J sin 6' cos 6' 0 I 

l 0 0 1/ 

Or il est immédiat que la matrice de Ru(6) dans cette base est 

( cos 6 sin 0 ü\ 

— sin 6 cos 6 0 J 

0 0 l) 

Ces deux matrices sont égales si et seulement si 6' = — 6 (mod 27r). 

Ce dernier point montre aussi que R-k(—0) = ftk($), e ! l a réciproque en résulte 
alors. D 

Définition 2. 9. L’ endomorphisme R k (6) G C(E) de la Proposition 2.8 est appelé 
rotation d’axe orienté IRk et d’angle 6. Identifiant un endomorphisme de E à sa 
matrice dans la base orthonormée fixée (e!,e 2 ,e 3 ), on notera aussi Ru(6) € 50(3) 
la matrice dans la base (ei,e 2 ,e s ) de l’endomorphisme Ru(0). 

Proposition 2. 9. Pour tout vecteur normé k, on a: 

(i) Rk(e + <p) = Rk{6)Rk(v) V0, <peR. 

(ii) TrR k (6) = l+2cos0. 

(iii) Pour tout vecteur v non colinéaire avec k, sin 6 est du signe du produit mixte 
[v,ft k (0)v,k]. 

Démonstration. 

(i) Soit (fi,f 2 ,fs) une base orthonormée de E telle que k = f 3 , et P la matrice 
de passage de la base orthonormée canonique (ei,e 2 ,e 3 ) à la base (fi,f2,f3)- On a 
pour tout t G E 

( cos t — sin L 0\ 
sin t cos t 0 J P~ l , 

0 0 ]/ 
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donc pour tous 6,<p 6 R 

( cos0 -sin 0 0\ /cos (p — sin tp 0\ 

sin 6 cos 6 0 P-'P sin<^ cos^ 0 P ' 

0 0 1 / \ 0 0 1 / 

/cos (0 + if) — sin(0 + v?) 0\ 

= P [ sin(0 + <p) cos(6 + ip) 0 P~ l 
\ 0 0 1 / 

= Ru(6 + v)- 


(ii) Résulte immédiatement de la définition de Rk(6)- 

(iii) On sait que le produit mixte d’un système de vecteurs ne dépend pas de la 
base orthonormée directe dans laquelle on le calcule. On se place donc dans la base 
(fx^fa). Soit X = la matrice-colonne des composantes de v dans la base 
(fi ) f 2j f 3 ). La matrice-colonne des composantes de ftk(0)v est alors 

( a cos 6 — P sin 6\ 
a sin 6 + p cos 6 I , donc 


v,Æk(0)v,k] 


a a cos 6 — fi sin 6 
fi a sin 6 + fi cos 6 

7 7 


0 

0 

1 


= (a 2 + fi 2 ) sirifl. 


D’où le résultat puisque a 2 + fi 2 > 0. 


Réduction canonique d’un élément de 50(3). 

Théorème 2. 6. Soit A 6 50(3), A ± / et f l’endomorphisme de E dont la ma- 
trice dans la base orthonormée (ex,e 2 ,e 3 ) fixée est A. 

(i) Il existe une base orthonormée directe (fi,f 2 jîs) de E dans laquelle la matrice 
de l’endomorphisme f est 

( cos 6 — sin 0 0\ 
sin 6 cos 6 0 I 

0 0 1 / 

avec 6 € K, 6 ^ 0 (mod 27r). 

(ii) Si P désigne la matrice de passage de la base (ex,e 2 ,e 3 ) à la base (fx,f2,f3), 
P e 50(3) et D = P~' AP. 

(iii) On a f = Ru(0) k = f3- 

Démonstration. 

(i) Montrons d’abord que 1 est valeur propre de A. On a : 

det (A — /) = det (A — 1 A A) 

= det ((/ — *A)A) 

= det(/- *A) det A 
= det (I - M) (car det A — 1) 

= det \J -A) 

= det (/ — A) 

— — det ( A — I) (car dim E = 3) 
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donc det (A - /) = 0 et 1 est valeur propre de A. 

Soit fa un vecteur normé de E tel que Af 3 = f 3 , et A = Rf 3 . A est une droite 
vectorielle dont f 3 est un vecteur directeur. L’orthogonal A x de A est un plan 
vectoriel, et l’on a: 

E = A® A x . 


Soit (fj , f 3 ) une base de A 1 telle que la base B = (f!,f 2 ,f 3 ) de E soit directe. 
L’endomorphisme / laisse stable A x ( Th. 2.4), donc la matrice B de f dans la base 
B est de la forme 



Or A G 50(3) 50(3) <*=> C € S 0(2). Donc il existe 6 € R tel que 


C = 


( cos 6 — sin 6 
sin 6 cos 6 


Comme A ^ /, on a aussi C ± /, et donc 6 ^ 0 (mod 27r). 
(ii) et (iii) résultent immédiatement de (i). 


2.2.7 Classes de conjugaison de 50(3). 

Théorème 2. 7. Soit k un vecteur normé et 6 G IR. On a -pour tout B € 50(3) 

BR k (0)É~ l = «» k («). (2.19) 


Démonstration. 

Soit B = (f|,f 2 ,fs) une base orthonormée directe de E telle que k = f 3 . La 
matrice de la rotation R^(6) dans la base B est 

( cos 6 — sin 6 0\ 
sin 0 cos 6 0 . 

0 0 I) 

Comme B 6 50(3), B' — (Bfi, Z?f 2 , Bf 3 ) une base orthonormée directe de E. La 
matrice A I(B~ 1 ,B',B) de la rotation B ~ 1 dans les deux bases B' , B est la matrice 
identité /. La matrice M(B,B,B') de la rotation B dans les deux bases B, B' est 
aussi la matrice identité I. La matrice de la rotation BRy(6)B ~ 1 dans la base B' est 
donc 


M(BR k (6)B-\B') = M(B,B,B')M(R v (e),B)M(B~\B',B) 

= IM(R k (6),B)I 
= M(Ru(0),B) 

( cos 0 — sin 6 0 > 
sin 6 cos 6 0 

0 0 1 

= M(R B *(e),B') 


donc 

BR k (6)B- 1 = R Bk (6). 

□ 


Corollaire. Soit A € 50(3). L’inverse A 1 est conjugué à A dans 50(3), i.e. il 
existe B € 50(3) tel que BAB~ l = A -1 . 
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Démonstration. 

Si A = Ry{6), il suffit de prendre B = R u { tt), avec un vecteur normé u orthogonal 
à k. On a alors en effet Bk = /?.„( ?r)k = — k, donc 

BAB~' = BR^e)B- 1 = Rbv^) = R. k (6) = fi k (-0) = A -1 . (2.20) 

□ 

Remarque. On notera que l’équation (2.20) s’écrit encore 

= fik(-S) (2- 21 ) 

pour k, u vecteurs normés orthogonaux. 

Théorème 2. 8. L’ensemble des classes de conjugaison de 50(3) est en bijection 
avec [ 0 , tt] . 

Démonstration. 

Soit A = F k (0) 6 50(3) tel que 6 ^ 0 (mod 2 tt). On sait que (Prop. 2.8) pour 
$' e R et k' normé on a A = Ry{0') si et seulement si k' = k et 6' = 6 (mod 2?r) 
ou si k' = — k et 6' = -0 (mod 2ir). 

En particulier, la condition F k (0) = Ry{9') avec 6,0' € [0,7r] équivaut si 6 -fi 0, n 
à k' = k et 6' = 6. Si 6 = 7 r, elle équivaut à l’ensemble des deux possibilités 
k' = k et 6' = tt ou k' = -k et 6' = tt. Si 6 = 0, elle équivaut à 6' - 0. 

Dans tous les cas, on constate que 6' = 6. Soit alors A € 50(3). Il existe k normé 
et 6 e [0,7r] tel que A = Rk(6). On vient de voir que si A = Rm'{6') avec 6' € [0, 7r], 
on a nécessairement 6' = 0. Donc 6 ne dépend que de A. 

Si l’on pose 6 = F(A), on définit, une application F : 50(3) -> [0, tt]. Cette 
application F est surjective. Soit A € 50(3) et 6 = F(A) € [0,7r]. On a donc 
A = Ru(6) avec k vecteur normé. Pour tout A! € 50(3), la définition de F montre 
que F {A') = F( A) si et seulement si il existe un vecteur normé k' tel que A' = Ry(6). 
Mais il existe un B e 50(3) tel que F(k) = k'. La condition équivaut donc à dire 
qu’il existe B 6 50(3) tel que A' = R B k{0). Or d’après (2.19) R B k(6) = BAR- 1 . 
On a donc F(A) = F(A') si et seulement si il existe B € 50(3) tel que A' = B AB ’, 
i.e. A' est conjugué à A dans 50(3). 

On en déduit que F induit une bijection F» de l’ensemble des classes de conju- 
gaison de 50(3) sur l’intervalle [0,7r]. d 

2.3 Groupe euclidien. 

E désigne un espace vectoriel euclidien. 

2.3.1 Isométries. 

Définition 2. 10. On dit qu’une application f de E dans lui-même est une isomé- 
trie si l’on a pour tous x,y G E : 

11/00 - /(y)ll = ll x -yll- 

Théorème 2. 9. Une application f de E dans lui-même est une isométrie si et 
seulement si il existe un couple (a ,g), où a E E et g est un endomorphisme isomé- 
trique de E, tel que f = a + g, i.e. 

/(x) = a + fif(x) Vx 6 E. 

Un tel couple (a, g) est unique. 


( 2 . 22 ) 
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Démonstration. 

Condition suffisante. Soit (a, g) un couple avec a € E et g endomorphisme isomé- 
trique de E, et soit / l’application de E dans lui-même définie par 
/(x) = a + g(x) Vx e E. Alors / est une isométrie de E puisque pour tous 
x, y € E : 

ll/(x)-/(y)l| = ll<7(x)-<7(y)ll 
= lls(x-y)ll 
= l|x-y||. 

Condition nécessaire. Soit / une isométrie de E dans lui-même. Montrons qu’il existe 
un couple unique (a, g) avec a e E et g endomorphisme de E , tel que / = a + g, 
et que l’endomorphisme g est alors isométrique. Si (a, <7) est un couple avec a Ç E 
et g endomorphisme de E, tel que / = a + g, on a nécessairement g(0) = 0 donc 
a = /( 0) et alors 

<7(X) = /(x) - /(O) Vx € E. (2.23) 

Cela prouve l’unicité d’un tel couple. Pour prouver son existence, définissons a par 
a = /(O) et l’application g par la formule (2.23). On a donc / = a -Lg. Il reste à mon- 
trer que g est un endomorphisme isométrique. L’équation 
||/(x) - /(0)|| = 1 1 x - 0|| s’écrit ||fir(x)|| = ||x|| Vx € E. Cela implique que 

(ÿ(x)b(y)) = (x|y) Vx, y € E. (2.24) 


En effet, 


-2(s(x)|s(y)) = 


ll#(x) - g(y)|| 2 - lb( x )|| 2 - lb(y)|| 2 
ll/(x) - /(y)|| 2 - l|x|| 2 - ||y II 2 
||x - y || 2 - ||x|| 2 — ||y|| 2 
— 2(x|y). 


D’après (2.24), l’image par g d’une base orthonormée est une base orthonormée. 
Fixons une base orthonormée (e*, . . . ,e„) de E (par exemple la base canonique si 
E = IR”). L’image (g(e x ),... ,g(e„)) de la base orthonormée (e x ,... , e„) est une 
base orthonormée. Pour tout vecteur y, on a donc 


y = ^(yk(ej)Mej). 

3 = 1 

En particulier, 

s( x ) = ±W*M«M*Ù Vx e E 

j=i 

= Ê( x ^ e i) Vx 6 E • 

3 = 1 

D’après cette formule, l’application g est linéaire. D’autre part d’après (2.24), g est 
isométrique. D 

Corollaire, (i) Toute isométrie de E dans lui-même est bijective. 

(ii) L ’ ensemble des isométries de E est un groupe pour la loi o. 
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(iii) L’application 0 de E x 0{E) dans l’ensemble des isométries de E définie par 
0(a, g) — f avec 

/(x) = a + #(x) Vx € E 

est une bijection. 

Démonstration. 

(i) Soit / une isométrie de E. Il existe un couple (a, y), où a E E et g est un 
endomorphisme isométrique de E, vérifiant / = a + g. Comme g est un endomor- 
phisme isométrique de E, il est bijectif (Prop. 2.4). Or / = a + g s’écrit encore 
f = tix o g en notant t a : E -> E la translation x ^ £ a (x) = a + x. Comme t a est 
bijectif, g est la composée de deux bijections, donc est bijective. 

(ii) Il suffit de vérifier que l’ensemble des isométries de E est un sous-groupe du 
groupe Bij (E). 

• L’ensemble des isométries de E est inclus dans Bij (E) d’après (i). 

• Me est clairement une isométrie de E. 

• Si f,g sont deux isométries de E, on a pour tous x, y € E : 

ll(s o /)(*) - (s o /)(y)ll = Il 9(/W) - 9(/(y))ll = ll/M - /(y)ll = llx - y|| 

donc g o f est une isométrie. 

• Si / est une isométrie de E , on a pour tout x,y E E 

llx - y || = ||/(r 1 (x)) - /(/ -1 (y))l| = lir^x) - / _1 (y)|| 

donc / -1 est une isométrie. 

(iii) Résulte directement du Théorème 2.9 . D 

2.3.2 Groupe euclidien. 

Définition 2. 11. Le groupe des isométries de E est appelé le groupe euclidien de 
E et est noté £(E). 

Fixons une base orthonormée (e!, . . . ,e n ) de E (par exemple la base canonique 
si E = R n ). Cela permet d’identifier E et R n et également d’identifier un endomor- 
phisme isométrique à sa matrice dans la base fixée. Alors E x O(E) est identifié à 
R" x O(n) et la bijection © : E x O(E) — > £(E) devient : ©(a, A) = / avec 

/(x) = a + Ax Vx e R n . 

Théorème 2. 10. (i) Soient (a, A), (b, B) € R n x 0{n). Alors 

0 -1 [©(a, A) o ©(b, B)\ = (a + Ab, AB). 

(ii) R’ 1 x 0(n) muni de la loi 

(a, A)(b, E) = (a + Ab, AB) (2.25) 


est un groupe isomorphe au groupe £( E). 
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Démonstration. 

(i) On a pour tout x6^: 

(0(a, A) o 0(b, B)) (x) = ©(a, A) (0(b, fi)(x)) 

= 0(a, A) (b + Bx.) 

= a + A (b + Bx) 

= a + Ab + ABx 
= 0(a + Ab,Afî)(x) 

donc 

0(a, A) o 0(b, B) = 0(a + Ab, AB) 

et alors 

0- 1 [0(a, A) o 0(b, B)} = (a + Ab, AB). 

(ii) (2.25) définit une loi interne sur K n x O(n). Vérifions qu’elle est associative. On 
a 

(a, A) ((b, B)(c, C)) = 0 -1 [0(a, A) o 0((b, B)(c, C))] 

= 0 -1 [0(a, A) o 0(b, B) o 0(c, C)\ 

= 0- x [0((a,A)(b,B))o©(c,C)] 

= ((a, A)(b, B)) (c, C) 

pour tous (a, A), (b, B),(c,C) € R n x O(n). La loi est associative. On peut aussi le 
vérifier en écrivant simplement 

(z,A)((b,B)(c,C)) = (a, A)(b + Bc, BC) 

= (a + Ab + A#c, ABC) 

= (a + Ab, AB)(c, C) 

= ((a, A)(b, B)) (c, C). 

(0,7) = 0~ l (Id E ) est élément neutre: 

(0, /)(a, A) = (a, A) = (a, A)(0, /) V(a, A) e HT x O(n). 

Enfin ( — A _1 a, A -1 ) = 0 _1 ((0(a, A)) -1 ) est l’inverse de (a. A) : 

(-A-'a, A->)( a, A) = (0, 1) = (a, A)(-A- , a, A" 1 ). 

Donc R n x O(rz) est un groupe, et par définition de la loi (2.25) la bijection 

0 : nr x O(n) -> £{E) 

est un homorphismc de groupes, donc un isomorphisme. □ 

Définition 2. 12. Le. groupe R n x 0{n) muni de la loi ci-dessus est appelé le groupe 
euclidien d’ordre n et est noté £(n). 
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2.4 Exponentielle d’une matrice. 

2.4.1 Normes sur M n (C). 

Soit. M n (C) le C-espace vectoriel des matrices n x n à coefficients complexes. Pour 
tout couple (i, j), 1 ^ i,j ^ n , soit Ekj G M„(C) la matrice dont le seul terme non 
nul est celui de la ligne i et colonne j qui vaut 1. Toute matrice A = (a}) G M n (C) 
s’écrivant de façon unique A = El a j Ei,j , 

■ ■ ■ > ,nj , B 2 l n> • • • > E Ui l, . . ■ E n<n ) 

est une base de M n (C), appelée base canonique. L’espace vectoriel M n ( C) est donc 
de dimension n 2 et est isomorphe à C" 2 par l’application qui associe à une matrice 


A = (a‘) le vecteur dont les composantes sont c}, - - • , o* , a . . 
On pose pour A = (a*-) G M n (C ) : 

„2 „n _n 

• ) a n> - • • i j - • • » a n- 

||A|U = sup \a)\, 

(2.26) 

w- 

II 

Ë 

(2.27) 

Pib = ,/El“5l 2 - 

(2.28) 




Proposition 2. 10. Les formules (2.26), (2.27) et (2.28) définissent des normes 
sur l’espace vectoriel A/„(C), et l’on a: 

||A||oo ^ ||A|| 2 ^ ||4||, ^ n\\A\\ t ^ ” 2 ||A||oo V 4 G A/ n (Ç); (2-29) 


||AB||i ^ ||A||i||B||i \/A,BeM n (C)- 


(2.30) 


||/1B|| 2 s:||A|| 2 ||B|| 2 \/A,BeM n ( C). 


(2.31) 


Démonstration. 

Les applications A ||A||oo, A *-> ||/l||i et A ■-» ||/1|| 2 de Af„( C) dans [0, +oo[ 
vérifient 

||A|| oo = 0^A = 0, 

\\A\\i = 0o/l = 0, 

||/1|| 2 = 00/1 = 0 , 

IIA/IIU = sup |Aa}| = |A| sup |a*-| = |A| ||/l||oo, 


**î 




IMIi = E |A»5l = |A|£ |«}| = |A|||A||i, 
||A/1|| 2 = 






yÇ |A«;.| 2 = |A|^/Ç |a*| 2 = |A|||/1|| 2 

pour tous A € C, /I = (a' ) G A/„(C). Enfin 

||/1 + B||oo = sup | a) + b)\ ^ sup \a)\ + sup |6‘| = ||A| + HBH^, 
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I|a + *H.-£ l«} + *5l*Z |«5l + £ 1*51“ Wi + ll fi lli 


tj 


». 3 




II/1+ Bill = Y. K+ 6 îl> 


«.J 




E d*îi + tëi) ! 




< E wp+e i 6 ;i 2 + 2 E kh^i 

•■J 


•j 




<: 


E k-i’+E W+2lYwJi:w 

•■J tj y «,j y «,> 


(inégalité de Cauchy-Schwarz dans l’espace euclidien R 7 ‘ ) 

^ (ll^lh + ilfilb) 2 

||A+F|| 2 ^P|| 2 +||fî|| 2 

pour tous A = (a’-), # = (fe’ ) € M n (C). Donc ce sont des normes. 

Montrons maintenant (2.29). 

• il existe i 0 ,jo tels que |a)°| = sup, j \a]\, donc 


SU P £KI 2 = M2- 

y 


= < y (E^ Kl) =EmKI = 

• IKIIi = Ey Kl = E;,; 1 l«5l < yJZij l 2 v^E,, Kl 2 = V^IMIa = "Ml* 

• \\ A h = y/Ztj Kl 2 ^ V^PE = "MU donc n||A || 2 ï$ n 2 
(2.29). 


Cela prouve 

Enfin, pour tous A = (a*), /? = (&’) G M n (C), on a en notant C = AB = (c’) 


iicii. = Eki = E 


». 3 


».î 


E<& 


< EKn^i < E Kii 6 H = M'iiBH' 


‘.j.p 




et (2.30) est prouvée. (2.31) se démontre de la même façon mais en utilisant l’inéga- 
lité de Cauchy-Schwarz : 


ni! = E Ki 2 = E 


•j 




E«& 


< E (ekim) < E (E Kl 2 E i 6 îi 2 ) 

i,j \ P / i,j \ P 9 / 


= E i4mr= (eki 2 ) (ewim-mm 

i,i,p,q \ «> / \ j,q / 
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Remarque. La norme || ■ ||oc ne vérifie pas la condition analogue à (2.30) ou (2.31). 
Pour A = (II) et B = ( } g ) , on a en effet AB = (JÜ),et 

11/15^ = 2 > II/IIUIRII^ 1-1. 

Corollaire 1. Soit (/U) fc6 N, A k = (a)(k)) € M n (C), une suite de matrices et 
5 = (&*.) £ M 71 (C). Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) La suite (A k )keN converge vers 5 quand k -> +oo dans l’espace normé 

(m„(C),ihio- 

(ii) La suite (/U)fceN converge vers 5 quand k —ï +oc dans l’espace normé 

(K(Ç), || -II»)- 

(iii) La suite (A k )keN converge vers B quand k — > +oc dans l’espace normé 
(M„(C), || • ||oo)- 

M Pour tous i,j le coefficient a’-(k) tend vers b *• quand k — » +oc. 

Démonstration. 

CO =* 00 : 


||/1a- — 5 1| 2 ^ ||/lfc - 5 ||j -> 0 quand k ->■ +co. 


00 =*• («0 : 

||/1* - B|L < \\Ak - B\\ 2 -> 0 quand k -> +oo. 


(iii) => (iv) : 

|a’(fc) - b) | ^ ||/U — 5^ -> 0 quand k -> +oo. 

0 V )=>(0 : 

||/lfc - 5 ||j = ^2 | a)(k) — b'j\ -> 0 quand k -> +oo. 

□ 

Notation. Si les conditions équivalentes du corollaire précédent sont vérifiées, on 
notera simplement A k — > 5 ou 5 = lim^lfc. 

Dans toute la suite, on munit M„(C) de la norme || - ||i en raison de l’inégalité 
(2.30). On aurait aussi bien pu choisir la norme || - 1| 2 puisqu’elle satisfait (2.31). Les 
résultats seraient les mêmes d’après le Corollaire 1. 

Corollaire 2. On munit M n (C) de la norme || j| i . L’application bilinéaire 
(A, B) i-4- AB de M 7l (C) x M n (C ) dans M n (C) est continue, i.e. la multiplication 
matricielle est continue. 

Démonstration. 

11 s’agit de montrer que si A k -4 A et B k -i 5 , alors C k = A k B k — ► C = AB. 
Si A k = («)(*)), * = (a)),B k = (b)(k)),B = (b%C k = (c)(k)),C = (c‘), on 
a <$(*) = £p=i a-p( k Wj(k) et c) = £'‘ =1 a ' p Wy 0r P our tous U 3 a' p (k) -i a' p et 
b ?(fc) -> U’, donc cj(fc) -¥ c ). Cela étant vrai pour tous i,j, on a bien C k -> C. □ 

Corollaire 3. Soit (/U)* 6 n, A k = (u)(k)) une suite de matrices de M n (C). Si la 
série WM* converge, i.e. la série est absolument convergente dans 
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l’espace normé (M n (C), || • ||i), alors la série Ylk = o converge dans l’espace normé 

(M n (C), || • ||i). On a de plus 

+ CO +CO 

Y, Ak «Ei^iii- ( 2 - 32 > 

fc=ü 1 k = 0 

Démonstration. 

Pour tous z, j fixés, on a |a*-(Ar)| ^ ||^4fc||i Vfc G N. La série numérique Y2k=o at j(^) 
est donc absolument convergente, et on sait que cela implique sa convergence. Posons 

matrice (&’•). Alors 

N 

'y'' Ak — B — >• 0 quand N — > +co 
k=0 1 

d’après le Corollaire 1 puisque pour tous i,j fixés, 
ELo a m b) quand N — > +co. Cela prouve que la série Y^t=o ^k converge 
dans l’espace normé (M n (C), || • ||i) et que sa somme Ylk^o est 
D’autre part on a pour tout A', 

X> - ii^iii « f>- B ■ 

k—0 l k=0 i 



2.4.2 Exponentielle sur M n (C). 

Proposition 2. 11. Soit A G M n (C). La série 'ÿ2k=oh.A k converge dans l’espace 
normé (M„(C), || - ||i). 

Démonstration. 

Il suffit d’après le Corollaire 3 de la Proposition 2.10 de montrer que la série est 
absolument convergente. Or d’après (2.30), 

11/l‘H, < ll^ll* Wk € N. 

La série 53*^0 n II ^lli étant, convergente puisque la série exponentielle 
Y2t=o h zk a P our ra y° n de convergence +oo, le résultat en découle. □ 

Définition 2. 13. Soit A G M n (C). La somme de la série 'ÿ2k=o h^ k es ^ a PP e ^ e 
exponentielle de A et notée c A . 
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2.4.3 Propriétés de l’exponentielle d’une matrice. 

Proposition 2. 12. 

e PAP ~ l = Pe A P~ l WA € M n (C), WP € GL(n,C)- 


Démonstration. 
Pour tout N G N, 


jtii pAp -'?=ibh pAhp 

k = 0 ^ *= 0 



La multiplication matricielle étant continue, on obtient c PAP ' = Pe A 
sage à la limite quand N —> -f oo. 


Proposition 2. 13. Soient A, B 6 M n (C). Si A et B commutent, Le 
alors 


e A+B = e A e B_ 


Démonstration. 

Ecrivons pour N ^ 1 : 



«"= E 

N+lÇp+q&N y ^ 
l^P.q^N 


On a en posant M = sup(||^4||i, ||£?||i) : 

ll-Rivli. « £ ^im'||.iib»ii. 

N + lÇp+qÇ2N 
1 <P.0<N 


< 


E joMIÏIISIIÏ 

N+lÇp+q&N 

\Çp,qÇN 


< 




/ 


1 1 2N 

y IIm* + * = V m* 

E— ' p! «! ' 

N+l<p+ç<2iV r * *=W+1 

l^p, q^N \l%; 

E E 

fc=/V + 1 \p+9=fc ^ ' / Ar=N+l 

+oo 


v II 

^ plu! 

ViSSor 


4- w k\ 

Jc=N+l 

+°° 2 fc 

y^ M k — — > 0 quand N — » +oo 

fc=JV+l 


P 1 par pas- 
□ 

. AB = B A, 


(2.33) 


\ 


/ 
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puisque J2t=N+i ^*77 est * e rcste d’indice N de la série convergente 
V'+°° M k — 

2^k=o m U ■ 

D’autre part, 


ÏN 



k=ü \p+q=k 


-f.A’B" 

V- V 


N 




k=0 


puisque la formule du binôme s’applique à ( A 4- B) k du fait que A et B commutent. 
On a donc 

— > e A+R quand N —t +oo. 

Le second membre de la formule (2.33) tend donc vers c A+R quand N — * +oc. 

Le premier membre tend vers e A e R puisque la multiplication matricielle est conti- 
nue pour la norme || • |j x - Par passage à la limite dans la formule (2.33) on obtient 
donc e A+B = e A e R . □ 

Corollaire. Pour tout A € M n (C), lu matrice c A est inversible et (e' 4 ) -1 = e~ A . 

Démonstration. 

On a en effet = e~ A e A = e° = I. □ 


Définition 2. 14. Une application t A(t) = («*■(<)) de R dans A/ n (C) est dite dé- 
rivable au point t 0 € R si chaque fonction a* l’est. On note alors A'(t.o) = ((a})'^)) 

ou encore (^) <=<0 = ((âK) t=to ) ■ 

Proposition 2. 14. Une application t A(t) = (a’(£)) de R dans M n (C) est 
dérivable au point lo € R si et seulement si le rapport 

A(t-o + s) — A(to) 

s 

possède une limite B dans l’espace normé (M n (C), || • ||i) quand s — > 0. On a alors 
B = A'(t 0 ). 


Démonstration. 
On a: 


A(l 0 + s) - A(t 0 ) f a)(t 0 + s) - a)(t 0 ) 


) 


Dire que la matrice possède une limite B = (b^) dans l’espace normé 

(A/ n (C), || • ||i) signifie donc que 



— > 0 quand s — > 0 


et ceci équivaut à dire que pour tous i, j 

a’j(to + s) - G*(f 0 ) 


— b) — > 0 quand s —> 0 
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i.e. o* est dérivable au point /, 0 , de dérivée (a’)'(i 0 ) — fy- 1=1 

Théorème 2. 11. Soit A G M n (C). L’application t. e tA de R dam M 7L (C) est 
dérivable sur R et l’on a pour tout t € R 


Elle vérifie 


-f e M = Ae tA = e tA A. 
dt. 


e ('+*M _ e lA e sA Vi,s€ R. 


(2-34) 


(2.35) 


Démonstration. 

Comme 


e (t+s)A _ e tA 


e sA - I e sA - I tA 


il suffit de démontrer que l’application t i-> e tA est dérivable au point t = 0 et que 


±e‘A = A. 
dt J 1=0 


Considérons donc J . On a 


s“ A - r 


P^s k - 1 


= A + Ü A2 + 3 ] A3 + - =A + '£~ÏT Ak ' 


e sA - ! 


+°° Jc-l 

A Ak 


- a = E'-w a ‘ 


On a alors : 


I e sA - I 


+°°. Jc-1 
NE S Ak 


~ A - EV 


+°° I ifc-1 
V ' S 


« EhHKII. 


+oo | | k — 1 I k—2 


+oo . ifc-2 


< NII^UïE fjç^lMIÎ" 2 = l s l ll^llï c 1 *" 1 ^ 11 *. 


\s\ ll^ll, e 1 "’ 1 0 quand s -¥ 0. 


Donc 


o sA _ / 


— A\\ — >■ 0 quand s — y 0 


et l’application t e tA est dérivable au point 1 = 0 avec 


di J t=o 


i tA | = A. 
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2.5 Exercices. 


Exercice 2.1. 

Trouver les idéaux bilatères de l’anneau M n (C). 

Indication. 

Soit 1 un idéal bilatère de M n (C). Supposons 1 ^ {0}. Soit A G X, A ^ 0. Si A 
est inversible, I = AA~ l G T , d’où 1 = M n (C). Si A n’est pas inversible, le rang r 
de A est < n, donc 1 ^ r < n. On sait que toute matrice de rang r est équivalente, à 
la matrice J r (2.8). Il existe donc des matrices inversibles P,Q telles que J r = QAP . 
Comme A G 1 et que T est un idéal bilatère, on a alors J r G X. Maintenant, pour 
1 ^ i < n, soit E it i la matrice dont le seul terme non nul est celui de la ligne i 
et colonne i qui vaut 1. Il est immédiat que E \ t i = Ei t \J r . Donc Ei t i G T. Pour i 
quelconque, E it i est de rang 1 comme E x l . Elles sont donc toutes deux équivalentes 
à Ji, et cela implique en particulier que E, t i est équivalente à E\ t \ . Il existe donc 
R, S inversibles telles que Eij = RE\\S. Comme E \ t i G X, on a alors G X. Cela 
étant vrai pour tout i , la matrice EI=i appartient à X. Mais cette matrice n est 
autre que la matrice identité /. Il en résulte alors que X = M n (C). En conclusion, 
les seuls idéaux bilatères de M n (C) sont {0} et M„(C). 

Exercice 2.2. 


Montrer que l’endomorphisme de R 2 dont la matrice dans la base orthonormée 
canonique est (?£* J“f*) , (0 € R) est la symétrie orthogonale par rapport à. la 

droite de pente tan f dont un vecteur directeur est v = ) • 


Exercice 2.3. 

Soit / l’endomorphisme de R 3 dont la matrice dans la base orthonormée cano- 
nique est 


/ 1 l-x/3 l + v /3\ 

A = - l+v/3 1 l-v/3 

\1 - \/3 1 + y/Z 1 / 


(i) Montrer que / est une rotation. 

(ii) Calculer un vecteur directeur de l’axe de rotation et l’angle de rotation. 

(iii) Calculer une matrice antisymétrique X telle que l’on ait A = e BX pour un 
6 G R que l’on précisera. 

Indication. 

(i) On a facilement * A A = I donc A est orthogonale. Pour calculer det A, 
on remplace d’abord la 1ère colonne par la somme de 3 colonnes, i.e. on fait 
c[ = c t +c 2 + c 3 . 


(Jet, ^ = 27 


l+y/3 
1 - v/3 


l-v/3 l + v/3 

1 

“ 9 

i 

l-v/3 

l + v/3 


1 1 - v/3 

i 

1 

l-v/3 


l + v/3 1 

i 

1 + v/3 

1 



1 

i 

1 - v/3 

l + v/3 



1 

n 

0 

v^ 

-2\/3 

= i. 


9 

0 

2x/3 

-V5 



D’où A G 50(3). 
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(ii) L’axe est l’ensemble des vecteurs invariants par A. Si v = |ïj,ona 


Av = v 


{ — 2 a 7+(J-v/3)î/+(»+\/3)*=0 (Li) 

( lW 3 )*— 2 ï/+(I — v / 3)*=0 ( Lî ) 
( l - v / 3 ) a .+( l + v / 3 ) 3 /- 2 Z =ü ( L 3 ) 

- 2 s +( l - x / 3 ) ÿ +( l +>/ 3)*=0 ( L ,) 

- 6 ?/+ 6 z =0 ( Z 4 = 2 L 2 +( 1 + v ' 3 ) L 1 ) 

6y-6z=0 (LJ=2L 3 +(1-\/3 )Li) 

X - y - Z 


& 

O 


V 


= I (i) 


On peut prendre comme vecteur directeur de l’axe le vecteur normé k = ^ i ^ 

Soit 0 la détermination principale de l’angle (— 7r < 6 ^ n). On a 

1 + cos# = TrA = 1, donc cos 6 = 0, i.e. 6 = ±|. On sait, que le signe de 6 
est celui du produit mixte [v, Av, k] où v est un vecteur quelconque non colinéaire 

à k. En prenant v = , on obtient 6 = | puisque 


[v,Av,k] = 


3\/3 


1 + y/Z 

1 - y/Z 


2 

3 


(iii) Construisons une base orthonormée directe (f|,f 2 ,fs) telle que f 3 = k. On peut 
prendre par exemple fj = ^ -£i ^ et f 2 = f 3 A fi = ^ ^ j 2 j . Alors, avec 6 = § , 


Vos 0 — sin 0 0 


B= A4(/,(fi,f 2 ,f 3 )) = P~ X AP = I sin0 cos0 


0 


0 



0 -1 0 N 

0 

0 0 


ou 


, / y/Z 1 y/& 

P = -fc\-^ 1 V2 

0 -2 v/2, 

On sait que P est orthogonale puisque c’est une matrice de changement de bases 
orthonormées, donc P~ l = 1 P . D’autre part, on a si 



'Vos t — sin /, O' 1 


cos t 

0 

| Vt € R 

0 

J 


c 0P.JF- 

-1 

e ox avec 


0 

-i 1\ 

1 

0 -1 ] 

\/3 

-1 

! 0 
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Exercice 2.4. 

Soit A = (a*) € 50(3). Montrer que a ) ^ 3 - 

Indication. ( 

Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le vecteur u = J J • 

Exercice 2.5. 

Soit E un espace euclidien et / un endomorphisme / 0 de £ qui conserve 
l’ orthogonalité, i.e. ayant la propriété suivante: 

Vx, y e E, (x|y) = 0 =>• (/(x)|/(y)) = 0. (2.36) 

Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que 

(/( x )l/(y)) = ^ 2 ( x ly) y e e. 

Quelle est l’interprétation géométrique de / ? 

Indication. 

Soit B — (ei, . . . ,e n ) une base orthonormée de E. D’apres l’hypothèse (2.36) 

(/( e i)l/( e j)) = 0 V*,i 1 < iyj < n. 

Montrons que 

ll/( e i)!l = l|/(ej)ll 1 < i,j ^ n. 

On a 

ll/(ei)H 2 -|l/(ej)ir = (/(ei)|/(ei)) - (/(ej)|/(q)) 

= (/(e i) ~ /( e j)l/( e i) + /(e j)) 

= (/( e î — e j)l/( e i + e j)) 

= 0 

d’après l’hypothèse (2.36) puisque 

(ei - ej|ei + ej) = ||ei|| 2 - ||ej|| 2 = 0. 

Si A désigne ||/(ei)||, on a donc ||/(ei)|| = A Vî, 1 ^ i ^ n. En particulier, A > 0 
puisque / ^ 0. Pour tous x = x * e > y = Ylï= i ^ E on a alors 

(/( x )l/(y)) = Ç a; .î/i(/( e i)l/( e j)) = ^ x <y<ll/( e i)ll a = A2 ( x ly)- 

*.i * 

Si l’on introduit g = \f , alors (</(x)|<?(y)) = (x|y) Vx,y G E, donc g est un 
endomorphisme isométrique de E. L’endomorphisme / = A(/ est une similitude 
vectorielle de E. 

Exercice 2.6. 

Soit G le sous-ensemble de GL(n + 1, R) défini par : 
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Montrer que G est un sous-groupe de GL(n + 1, K) isomorphe au groupe euclidien 
S{n). * 

Exercice 2.7. 

Soit E l’espace vectoriel des polynômes de degré ^ n et à coefficients réels. 

(i) On pose pour P, Q € E : (P| Q) = f' l P(x)Q(x)dx. Montrer que cette 

formule définit un produit scalaire sur E. 

(ii) Pour 0 ^ k ^ n, on pose 


Montrer que (-y/ 2 ^ 1 P^; 0 ^ k ^ n) est une base orthonormée de l’espace euclidien 
E (pour le produit scalaire de (i)). Les P*, sont les polynômes de Legendre. 

Indication. 

(ii) On vérifie facilement que I\ est un polynôme de degré k. Pour montrer que 
{P/c ; 0 ^ ^ n} est un système orthogonal de E, il suffit donc de vérifier que pour 

tout fcona 

(P*|s*) = 0 0 ^£<k. 

Or 1 et —1 sont des zéros d’ordre k du polynôme Q(x) = ( x 2 — 1)^, donc des zéros 
d’ordre k — p du polynôme Q( p \x) = ( x 2 — 1 )* pour 0 ^ p < k. Par intégrations 

par parties successives on obtient alors pour 0 ^ ^ k : 

= Ài.I/b {x2 - 1)kdx 


1 » k j-, 


—G 

2*fc! J -, 


X 


— (x- 2 - 1 y dx 


dx k 


I ]k- 

„e-2 a 


— (x 2 - 1 ) k dx 


= SB*- 1 ’/., 

“ ^- 1)te J'^ x *- 1)hdx - 


Pour £ < k, 


L 


d k 


_i dx‘ 


— t (x 2 - iy dx = 


ik-e-i 1 1 

a -2 ,\*| 


dx 


- i ) 


= 0, 


J-i 


donc (Pfc|a:*) = 0 W 0 ^ £ < k et {P* ; 0 ^ A; ^ n} est un système orthogonal de 
E. 

• Pour £ = k, 

J\x 2 -l) k dx = 2(-l) k J\l - x 2 ) k dx 

pS. 

= 2(— l) fc / cos 2k+l tdt en posant x = sin t 

Jo 

= 2(— 1 ) fc / 2fc+ i 

où / 2 /b + i désigne l’intégrale de Wallis f 0 2 cos 2k+l t dt. Un calcul classique (où l’on 
montre d’abord par intégration par parties de P^Ar+i en posant u = cos 2fc t et 
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dv = cos tdt la relation de récurrence (2k + l)/ 2 *+i = 2kl 2 k-i (k ^ 1)) montre 
que 

2 2fc (A;!) 2 


hk + 1 — 


Donc 


(P k \x k )=2 k+i 


(2k + 1 )! 

(k\y 


(2k, + 1)! 


Or le terme de degrc k de Pk est 

1 


2k(2k -!)••• (k + !)** = 


m 


X 


2 k k\~" ' v " ’ 2*(fc!) 2 

Donc, on obtient compte tenu de (Pk\x f ) = 0 0 ^ L < k : 


(2k)\ 


W = (Pk\Pk) = (Pk \ 


**) = 


(2k + iy 

Ainsi (yj^ 1 Pk ; 0 ^ k ^ n) est une base orthonormée de E. 

Exercice 2.8. 

Soit 

H 1 1 

A = -5 21 17 

\ 6 -26 — 21 , 

(i) Trouver les valeurs propres de A. A est-elle diagonalisable? 

(ii) Trouver une base {l>,c} de Ker A 2 telle que b = Ac. En déduire une matrice 
P telle que 

/-I 0 0 N 
P-'AP =001 
\ 0 0 0 , 

(iii) Calculer e tA pour t <E R. 

Indication. 

(i) Le polynôme caractéristisque de A est 

- 1 - A 1 1 

P A ( A)= -5 21 -A 17 

6 -26 -21 - A| 

Pour le calculer, on remplace d’abord la 1ère colonne par la 1ère colonne plus la 
2ème moins la 3ème, i.e. on fait c\ = c,\ + c 2 — C 3 . 

— 1 — A 1 1 

P A ( A) = — 1 — A 21 — A 17 

1 + A -26 -21 -A| 

1 1 


— (1 + A) 


= — (1 + A) 


= -U+A) 


1 

1 21 -A 17 

-1 -26 -21 - A 

1 0 0 

1 20 - A 16 

-1 -25 -20 -A 

20 - A 16 
-25 -20 - A 


= — (1 + A)A 2 . 
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Les valeurs propres sont donc —1 (simple) et 0 (double). Le sous-espace propre 
associé à la valeur propre 0 est Ker A = R ■ H es ^ de dimension 1, donc A n’est 
pas diagonalisable. 

/ 2 -6 —5' 

(ü) A 2 = J 2 —6—5 1, donc 

\— 2 6 5 



€ Ker A 2 +> 2x — 6y — hz = 0 v = 



+ y 



((°)’(^)) ^ Une ^ >aSe ^ er ^ osons c = (§) ' a = (_® 2 ) • 
pose b = Ac. Comme b,c sont indépendants et que dim Ker A 2 = 2, ils forment une 

base de Ker A 2 répondant à la question. On a >4b = A 2 c = 0 puisque c (E Ker A 2 , 

i.e. b est vecteur propre de A pour la valeur propre 0. D’autre part on calcule 

facilement le sous-espace propre pour la valeur propre —1 : Ker (-4 + 1) = Ma avec 

a = ^ ^ . Alors B' = (a, b, c) est une base de M 3 et la matrice de passage P de la 

base canonique à la base B' 

' 1 

I 

P = 



répond à la question. 

(iii) On a immédiatement, en notant B = P~ l AP : 


'(-l) n 0 0 N 
B n = | 0 0 0 

0 0 0 , 


Vn^2. 


Donc 


JB 


= l+t 


f -i o o\ +oc /(-i r o o' 

0 01 + V — 0 00 

0 0 0/ n=2 n! \ 0 0 0, 



Or e tB = P~ l e tA P , donc e tA = Pe tB P *. Le calcul de P 1 donne 

2 


P~ l = ( - 



18 -54 —45' 
-2 7 5 

-3 15 12 


Donc 


e tA = 


1 

-3 

5 \ / 

(e- 1 

0 

0 

1 

9 

° 

0 

1 

/ 

-1 -12 

2/ ' 


0 

1 




-2-3/ 7+15/ 5 + 12/ 

-3 15 12 

—6e - * + 6-5/ — 5e -t + 5-4/ 
2e - * - 2 - 3/ -6e - * + 7 + 15/ -5e - * + 5 + 12/ 

—2e - * + 2 + 4/ 6e - * - 6 - 20/ 5e - * - 4 - 16/ 


-1 + / 
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Exercice 2.9. 

(i) On considère les matrices réelles antisymétriques 

/O 0 0 \ /() -1 0\ 

J, = 0 0 -1 \J,= 1 0 0 

\0 1 0 / \0 0 0/ 

Calculer e tJx et e tJi . Quelles transformations géométriques représentent-elles dans 
la base canonique de K '? 

(ii) Montrer que l’application 

(V?, 0, ’<P) t — y e vÆ e eJ ' e+ J * (2.87) 

de [0, 27r[x [0, 7r] x [0, 2tt[ dans S O (3) est surjective. 

(iii) Expliciter la matrice e vJa e eJl e^ 3 . En déduire que la restriction de l’appli- 
cation (2.87) à [0, 27t[x]0, 7t[x[0, 27r[ est une bijection sur 

50(3) \ te R} U {e nJl e tJa ; te R}). 

sont appelés les angles d'Euler de la matrice e vJ3 e eJl e^ j3 . 

Indication. 

(i) On a facilement 

( 1 0 0 \ /cos J — sin* 0\ 

0 cos t — sin t I , e tJ * = J sin t cos t 0 1 . 

0 sin t cos * / \ 0 0 1/ 

Les transformations représentées sont les rotations d’angle t autour de l’axe orienté 
Ox et. O z respectivement. 

(ii) Soit A e 50(3) et B = (ej, e 2 , e 3 ) la base orthonormée canonique de R 3 . Posons 
fj = Aej pour j = 1,2,3. B’ = (f^fa.fs) est une base orthonormée directe de R 3 . 

Si f 3 = e 3 , il existe V’ € [0,2 tt[ tel que A = é* J *, donc A = . Si 

f 3 = -e 3 , la matrice B = e’ r * 7 M vérifie Be 3 = e 3 , et on est ramené au premier cas: 
il existe € [0,2 tt[ tel que B = e**, donc /l = e^'e^ 3 = e^e^e^ 3 . 

Supposons donc f 3 / ±e 3 . Considérons A comme la matrice de passage Pb,b' 
de la base canonique B à la base orthonormée directe B' = (fi,f 2 ,fs)- Si u désigne 
un vecteur unitaire directeur de la droite intersection des plans (ei,e 2 ) et (fi,f 2 ) 
orienté convenablement, on a f 3 = 5 u (#)e 3 pour un 6 €]0,7r[. Soit v tel que la base 
C — (u, v,e 3 ) soit orthonormée directe. La matrice de passage de la base canonique 
à la base C est P B .c = pour un p e [0,2tt[ unique. Soit w tel que la base 
V = (u,w,f 3 ) soit orthonormée directe. La matrice de passage de la base C à la 
base V est Pc,v = ■ Rufin la matrice de passage de la base V à la base B' est 

P V B , = e pour un ip € [0,27t[ unique. On en déduit que 

A = P BfB . = Pb,cPc,vPv,b> = e* J *e 9Jl é* J ». 


(iii) 

( cos p — sin p 0\ / 1 0 0 \ /cosip -sin V’ 

sin vp cos (p 0 I I 0 cos 6 — sin 6 J I sin ip cos ip 

0 0 1/ \0 sin 0 cos 6 J \ 0 0 

( cos ip cosiJj- sin p sin ipcosO - cos <p sm iji - ain <p cos ip cos 6 sin y? sin 0 \ 
sin yp cos V- + cos v sin Vp cos 0 - sin v? sin i}/ + cos <p cos ip cos 0 -cosvp sin 0 I 

sin V» sin 0 cos ip sin 0 cos 6 ) 



(2.38) 
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Soit maintenant A G 50(3) quelconque. On sait d’après (ii) que A s’écrit 

A = e‘ fij3 e ej 'e' l ' ji 

pour au moins un triplet (<p, 0, ip) G [0, 27r [ x [0, 7r] x [0, 2n[. D’après la formule (2.38), 

sinv’sin^ 

la troisième colonne de A est -cos ^ sin 0 et la troisième ligne est sin^sine, cosV'sintf, coaff 

, , COB ® 

donc cos 0 est déterminé de façon unique par A, ainsi que et ip si sin0 ^ 0, i.e. 
0 / 0, n. Cela prouve que l’application ((p,0,ift) *-> es ^ i ri j e ctive sur 

[0,27r[x]0, 7r[x[0,27r[, et que son image fl est l’ensemble des matrices A G 50(3) 
pour lesquelles sin 0^0, i.e. 0 ^ 0, n. 

Si 0 = 0, on a A = e^ 3 e^ 3 = e^ + ^‘- ?3 (seule la somme <p -\-tp est déterminée de 
façon unique par A). Si 0 = 7r, on a A = e^ 3 e^^ 3 . Or la formule (2.21) donne 
= e ^J\ e -vJ3 £) onc A — (dans ce cas seule la différence ^ — ip 

est déterminée de façon unique par A). On constate donc que le complémentaire de 
fl dans 50(3) est bien { e t3z \ t G R} U {c* Jl e l ^ 3 \ l G R}. 

Exercice 2.10. 

On rappelle que toute matrice A G A/ n (C) est semblable à une matrice triangu- 
laire, i.e. A — PTP ~ l , P G GL(n,C), T triangulaire. 

(i) Soit A G M n (C). Montrer que la trace de A est la somme des valeurs propres 
de A, répétées avec leur multiplicité. 

(ii) Montrer que det e A = e TrA . 

(iii) Que dire de e A si A est antisymétrique? 

(iv) On suppose dans toute la suite que A G M a ( R). Montrer que si A est anti- 
symétrique, alors e sA G 50(3) Vs G R. 

(v) Montrer que si e sA G 50(3) Vs G R, alors A est antisymétrique. 

(vi) Soit 0 G R et 

( cos 0 — sin 0 0\ 
sin 0 cos 0 0 J 

0 0 l) 

Trouver une matrice J telle que B = e eJ . 

(vii) En déduire que pour tout A G 50(3), il existe une matrice antisymétrique 
X telle que A = e x . X est-elle unique? 

Indication. 

(i) Il existe une matrice T triangulaire supérieure et P G GP(n,C) telles que 
A = PTP~ l . Le polynôme caractéristique de A est égal au polynôme caractéris- 
tique de T. Or si Aj,--- , A n désignent les éléments diagonaux de T, le polynôme 
caractéristique de T est (A 4 — X). Les valeurs propres de A (répétées avec leur 
multiplicité) sont donc Ai,-- - , A n . Or on a Tr A — Tr PTP~ l = Tr T = A,. 

D’où le résultat. 

(ii) Avec les notations de (i), on a c A = c PTP ' = Pe r P~ l (Prop. 2.12). Cela im- 
plique det eA = det e T . Or comme T est triangulaire supérieure, avec pour éléments 
diagonaux Aj,... ,A n , pour tout A; G N la matrice T k est triangulaire supérieure, 
avec pour éléments diagonaux Aj , ... , A* donc e r est triangulaire supérieure, avec 
pour éléments diagonaux e* 1 ,. . . , e Xn . Alors det e r = n<Li e> ' = e ^'" =1 — e TrA . 

(iii) L’application X ■-> i A de A/ n (C) dans lui-même étant continue, on a 




86 


CHAPITRE 2. GROUPE ORTHOGONAL, GROUPE EUCLIDIEN. 


Donc si A est antisymétrique, \e A ) = e~ A = (e A )~ l . De plus dete A = e lrA = 1, car 
les termes diagonaux de A sont nuis puisque A est antisymétrique. 

(iv) Si A est réelle, il en est de même de e A . Si A est de plus antisymétrique, il en est 
de même de sA. D’après (iii), on a donc ' (e sA ) = (e aA ) -1 , et det.e sA = e sTrA = 1. 
Donc e sA € 50( 3) Va € R. 

(v) On a par hypothèse \e sA ) = (c sA )“\ Le. e s ‘ A = e~ sA Vs G R . Par dérivation, 


il vient 


— e“ ' A 


j!_ -sA 

ds 

s-0 

ds 


qui s’écrit 


Vl = —A. 


Donc A est antisymétrique, 
(vi) B = e ej en posant 



-i 0\ 
ü 0 
0 0 ) 


(vii) On sait qu’il existe P € 50(3) et 0 6 R tels que A = P BP 1 (T h. 2. 6). Or 
B = e eJ Donc A = Pe ej P -1 = e eFJr ~' = e x en posant X = 6 P J P “ 1 . La matrice 
X est antisymétrique puisque 

l x = \e p.ip~ l ) = e \p-') l J 1 p = -o pjp~ l = -x 

car *P — P -1 et ./ est antisymétrique. La matrice X répond à la question. Comme 
elle dépend de 0 et que 6 n’est, défini qu’à 2n près, il existe une infinité de telles 
matrices. 

Exercice 2.11. 

Pour A = e A/ 2 (C), on note A* la matrice conjuguée transposée: 

A * = 1 Â = ^ . La matrice A est dite unitaire si AA" = A* A = I; elle est dite 

antihermitienne si A” = —A. 

(i) (a) Soit G C M 2 (C) l’ensemble des matrices unitaires de déterminant 1. 
Montrer que G est un sous-groupe de OL(2,C). 

(b) Déterminer explicitement les éléments de G. 

(ii) Soit 0 C M 2 (C) l’ensemble des matrices antihermitiennes de trace nulle. 

(a) Montrer que g est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel M 2 (C). 

(b) Montrer que l’application definie par 


v = 


A' v = 


iz -y 
v + ix 


ij + iaA 

~ iz J 


est un isomorphisme de l’espace vectoriel R 3 sur g. 

(iii) Calculer le déterminant de AV 

(iv) Soit Ae G. Montrer que l’application X •-> AXA~' est. un endomorphisme 
de g, que l’on notera pa- 

(v) Soit R{A) l’endomorphisme ^ _1 op^ov& de R 3 . On identifie R(A) à sa matrice 
dans la base orthonormée canonique (ei,e 2 ,e 3 ) de R 3 . 

(a) Vérifier que AX v A~ x = A'r^v Vv € R 3 , VA 6 G. En déduire que R(A) € 0(3). 
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(b) Calculer R{A)e - t (1 < i ^ 3). En déduire une expression de R(A) pour A E G. 

(c) Montrer que R(A) E 50(3) V/l E G. 

(d) Montrer que l’application R définie par A i-» R{A) est un homomorphisme du 
groupe G dans le groupe 50(3). 

(e) Calculer Ker R. (On cherchera les A E G telles que AX V = X V A Vv E R 3 ). 

(vi) Calculer pour t E R les matrices 


R 



r(( cw \ 

\ \i sin j 


i sin |\\ 

“ h))' 


(vii) En déduire que l’image de R est 50(3). (On rappelle que tout élément de 
50(3) admet une décomposition avec les angles d’Euler). 

(viii) Montrer que 50(3) est isomorphe au groupe quotient G/{±/}. 

(ix) Comment peut-on paramétrer G par les angles d’Euler? 

Indication. 


(i)(a) • G C GL{ 2,C) puisqu’une matrice A est unitaire si et seulement si elle 
est inversible et que son inverse est A*. 

• G est stable par la multiplication dans GL( 2, C). En effet, si A, B E G, on a 
(AB)* = B* A* = B~ x A~ l = ( AB)~ X donc AB est unitaire. De plus 
det AB = det A det B = 1. Donc AB E G. 

• G est stable par passage à l’inverse dans GL( 2, C). En effet, si A E G, on a 
A~ l = A* donc (A~ l Y = A“. Or A** = A. Donc (4" 1 )* = A = (A~ 1 )- 1 et A~ x est 
unitaire. De plus det(/4 _l ) = (det/l) -1 = 1. Donc A~ x E G. 


(b) Soit A = (^ d) E M 2 (C). On a A E G si et seulement si A* = A 1 et 
det/1 = 1. Compte tenu de det A = 1, l’équation A* — A~ x s’écrit : 


fô 7 \ / S -/A 

\P s ) V“7 « ) ' 


Cette dernière équation équivaut à S = a et 7 = —(3 donc 

A = 


a /T 
-0 à. 


avec |o | 2 + \/3\ 2 = 1. Réciproquement, toute matrice de ce type est unitaire de 
déterminant 1. On a donc: 

c={(_ Q ^ W 2 + I^ = i} 

G n’est autre que l’ensemble de quaternions de norme 1 (voir Ex. 1.20). 

(ii)(a) Soient A, B € fl et A € R. On a (A + B)‘ = A* + B* = -A - B = -(A + B ), 
(AA)* = X A* = —XA et Tr (A + B) = Tr A + Tr B = 0, Tr A.4 = ATr A = 0. Donc 
A + B E 9 ^A E p. 

(b) Il est immédiat que vJ/ est bien une application de R -< dans 0 , et qu’elle est 

linéaire et injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit X = ^ E 0 - On a. 

par définition X’ = -X et Tr X = 0 donc a est imaginaire pur, d = -a, et c = -b. 
Il existe donc ï,i/, 2 fR tels que a = iz, b = —y + ix et alors 


X — ( “. 

\y + ix -iz J 


avec 


v — 
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(iii) det A v = x 2 + y 2 + z 2 - ||v|| 2 . 

(iv) Pour A G G, on a A~ x = A*. Donc 

(AXA-'Y = (AXA*)* = A mm X m A m = AX*A* = - AXA ‘ = -AXA~ x VX 6 0. 

Comme de plus Tr AXA~ l = Tr X = 0 VA € g, on a AXA ’ G g VA G 0, 
i.e. l’application qa ■ A AXA -I est une application de g dans lui-même. Par 

ailleurs, A( X + Y)A ~ 1 = AXA~ l + /ÎK/I" 1 VA, F G g, et A(XX)A~ 1 = \AXA~' 
VA G g, VA G K. Donc qa est un endomorphisme de g. 

(v) (a) Pour tout v G IR 3 on a 

R(A)v = (ty -1 o p A o VP) (v) = ^ -l (AX v A~ l ) , 


donc ty(R.(A)v) = AX V A *, i.e. Xr(a)v — AX V A 

On en déduit que det A r(j4 )v = det A A v A~ l = detA v , ce qui s’écrit d’après la 
question (iii) ||/?(^)v|| 2 = ||vf Vv G K 3 , donc R(A) G 0(3). 

(b) Soit 

A = (-p à) eC ' a ’ p € c ’ |q|2 + 1/?|2 = 1 ’ 


On a: 


Xn(A)ei 


= A A ei 



*K_- £ 2 ) \ 

-i(a(3 + c*P)J 


Donc 

/*e (rr 2 -/? 2 )\ 
/{(^) ei = 3m (a 2 - /? 2 ) 

V 2*He(aj0) J 

De même : 


Afi(yl)e2 


AX^A-' 


fa p\ A) -l\/â -/A _ f -ap + â0 -a 2 -p 2 \ 
\-p â){\ 0 )\fl a)-\â 2 +p 2 a &-âfi)' 


donc 

f-3m (a 2 + (3 2 )\ 
R(A)e 2 = mt {a 2 + P 2 ) ; 

\ -23m (ap) J 


Xr(a)c b = AX,. 3 A 


-î 


fa p) fi 0 \fâ -P\ 

\~P <>) V° -»/ \P « J 

fi(\a \ 2 - |/?| 2 ) —2iaP \ 

~ 1, — 2iâ/3 -i(|û| 2 - |/J|V ’ 


donc 


/-2‘He (a/?) 
Æ(4)e 3 = -23m (ap) 
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Cela donne 


/93e (a 2 - /3 2 ) 
R(A) = Jm (a 2 - /3 2 ) 
\ 2 93e (a£) 


-3m(a 2 +/9 2 ) 
93e (a 2 + p 2 ) 
—20m (a/3) 


-293c (a/?)\ 
-20m (a/3) 

kl 2 - W ) 


(2.39) 


R{A) s’écrit aussi en notant a = u + iv , P = w + it avec u,v,v> y t G K, 
u 2 -f v 2 + w 2 + t 2 = 1 : 


( u 2 — v 2 — w 2 + t 2 —2 (uv + wt ) —2 (uw — vt) \ 

2 (uv - ïoZ) u 2 - u 2 + u; 2 - t 2 -2(u/ + mu) 

2(mo + uZ) — 2(-uZ + vio) u 2 + v 2 — u; 2 - Z 2 / 


(2.40) 


(c) Il s’agit de montrer que det7?.(/l) = 1 \M G G. Soit donc A = € G. 

Comme |a| 2 + |/3| 2 = 1, il existe A G R tel que |a| = cos A , |/3| = sin A. On a alors 
a = e ^ cos A , P = e iv sin A avec p, u G R. Soit maintenant pour s G [0, 1] 


_ / e ,s " cos (.sA) ê sv sin (sA) \ 
s— \^— e -ts "sin(sA) e“ ,s ' 4 cos (.sA)y 

Ona/l s €C pour tout et A 0 = I, A\ = A D’après la formule (2.39) appliquée à 
A s , la fonction /(s) = det R(A S ) est une fonction continue. Comme R(A S ) G 0(3), 
la fonction / est à valeurs dans {-1,1}. Comme elle est continue, on a d’après le 
Théorème des valeurs intermédiaires /(s) = — lVs G [0,1] ou /(.s) = lVs G [0, 1]. 
Mais /(O) = det R(Ao) = det R(I) = det 7 = 1. Donc /(s) = 1 Vs G [0,1] et ainsi 
detR(/l) = detÆ(A) = /(l) = 1. 

(d) D’après (c), R est bien une application de G dans 5'0(3). Il reste à montrer que 
c’est, un homomorphisme de groupes. Pour tous A, B G G et tout v G R 3 , on a 


Xr(ab)v = ABX V (AB) 1 = ABX V B 1 A 1 = AX R { B )\A 1 = X 'r(a)r{b)v 


donc R(AB)v = R(A)R(B)v. Comme v G R 3 est arbitraire, R(AB) = R(A)R.(B). 
A, B € G étant arbitraires, R est un homomorphisme de G dans 5'0(3). 

(e) Soit 


A =(-0 a) eG, «.Ü6C, M 2 + |/3| 2 = l. 

On a d G Ker R ■O R(A) = T. Supposons R(A) = I. La formule (2.39) donne 
immédiatement a 2 - P 2 = 1 et a 2 + p 2 = 1 . Donc p = 0 et a 2 = 1 , i.e. a = ±1. 
Ainsi A = ±1. Réciproquement, si A = ±7, on a bien A G G et la formule (2.39) 
donne R(A) — I. Donc Ker R — {±7}. 
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CHAPITRE 2. GROUPE ORTHOGONAL, GROUPE EUCLIDIEN 


(vi) Pour A 


(éh 0 \ 
"V0 e-'ï ) ’ 


la formule (2.39) donne 


( cos t — sin t 0\ 

sin t cos t 0 1= e tj3 avec J 3 

0 0 l) 

Pour B = ( ?°. S \ * s ' n 2 ^ | a formule donne: 

\i sin j cos 2 J 



'10 0 

R(B) = j 0 cos i — sin | = e 
^0 sin t cos L 

A noter qu’on a de même 


— e tJl avec J\ — 



Kfef --**))-(» 


cos t 

0 

— sin A 

/° 

0 

0 

1 

0 =e tj2 

avec é7Î2 = ( 0 

0 

sin t 

0 

cos /. y 

V 

0 


Remarquons que 


( ** 0 \ _ tx 3 ( cos I i sin f \ ( cos | - sin §\ = 

v 0 e -1 ? y ’ V sin 2 cos £ y ’ \sin £ cos £ J 


avec 


»-IC i) •**»C £ 




Alors on a R(e^) = e'- 7 * VA: 1 ^ k <: 3. 

(vii) Soit M G 50(3). On sait (voir Ex. 2.9) qu’il existe <p,6,4> 
((p,ip G [0,27t[; 0 G [0, 7r ] ) tels que M ~ e^ 3 e eJl é* Ja . D’après (vi), cela s’écrit: 

*-“((? AMfcP-D) '((? ,-".))=« 


avec 


A = 


( e ' f ( cos \ isin f 

V 0 e 'V V sin | cos §, 


i± 

e 2 

0 


0 

e _1 2 


_ e vX 3e ex le ^,x 3 € £« 


M G 50(3) étant arbitraire, cela montre que R est surjective. Noter que 

? /->* ? Qin - 


A = 


.•£±£ a . .j—l. ■ 

e* 2 cos | le 2 sin 2 

• • « _;S£±ii g 

te 2 sin | e 2 cos | 


(2.41) 


(viii) R : G -y 50(3) est un homorphisme surjectif de noyau Ker R = {±/}. Sa 
décomposition canonique donne donc un isomorphisme R : 0/{±/} — > 50(3). 
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(ix) Soit A e C. Il existe 0,(p,xp 0 ^ 0 ^ 7 r ,0 ^ (p < 2n , 0 < xp < 2ît tels que 
R(A) = e vj3 e ej 'e' l,j3 . On a vu qu’alors R(e vX3 e eXi e' f,X3 ) = R(A). Or pour A, A' € G, 
R(A) = R(A') & A = ±A' puisque Ker R= {±r}. Donc A = ± e ** 3 e ex ' e** 3 . On 
ramène le signe — au signe + en changeant xp en xp — 2ix. On voit donc qu’il existe 

0^^^7r,0^v ,< 27r, -27r ^ xp < 2 tt (2.42) 

tels que A = e v * 3 e eXy e** 3 > Le. A est donné par la formule (2.41) avec les para- 
mètres vérifiant (2.42). Cela définit un paramétrage de G. D’après les propriétés 
du paramétrage de 50(3) par les angles d’Euler, ce paramétrage est injectif pour 

0 < 6 < 7T. 

On peut aussi raisonner de la façon suivante. Soit 

A =(~p f) 6G, a,0€C, |ap + |/?| 2 = 1 . 

Il existe 6 0 ^ 6 ^ 7 r unique tel que |or| = cos |/?| = sin f. Il existe p, £ 

0 ^ p < 27t, 0 ^ i < 27r, uniques tels que a = \a\e ltl , /? = |/?| ie*. En écrivant 
? = e=^,il existe ç ?, xp uniques tels que 0 ^ (p < Air , — 27T < xp < 2 tt 

vérifiant 

a = H , P = |/3| te’*** . (2.43) 

En changeant, si 27r ^ p < 4i r, ip en p — 2ix et simultanément xp en xp — 2^ ( resp . 
xp + 2n) si 0 ^ xp < 27r (resp. —2 tx < xp < 0 ), on voit qu’il existe p,xp tels que 
0 < p < 27t , -27t ^ xp < 2 tï vérifiant (2.43). Alors on a la formule (2.41) pour A avec 
les paramètres vérifiant (2.42). Si 0 < 6 < 7 r, Le. ocfi ^ 0, (p et xp, 

• £ÈJL • v >/ + V 1 * 

0 $5 (p < 27T, — 2n ^ xp < 2ir sont uniques. En effet, supposons e* 2 = e* 2 

et e'^ = t avec p,p', xp, xp' tels que 0 ^ p, <p' < 2n , —2i r ^ xp, xp' < 2 tï. Par 
multiplication, on aurait e lv = e iv> , donc 97 = p' . Alors e*? = e'^ , donc xp — xp' . 



Chapitre 3 

Actions de groupes. 


3.1 Actions de groupe. 

3.1.1 Définition. 

Définition 3. 1. Soit G un groupe et X un ensemble. G est noté multiplicativement 
et e désigne son élément neutre. On appelle action de G sur X une application 
G x X X notée ( g , x) >-* g • x vérijiant : 

(i) e ■ x = x Vx 6 X 

(ii) gi ■ (#2 • *) = (#i£ 2 ) • * V g 1 ,g 2 € G, Vx e X. 

3.1.2 Exemples. 

(i) L’action naturelle de G = GL(n,R) sur X = IR n définie par: 

(A, x) A ■ x = Ax V A e G, V x ç. X. 

(ii) L’action naturelle de G = 0(n ) sur la sphère unité 

X = S n = {x £ R n ; || x 1 1 = 1} de R n définie par 

(A,x)<-+ A-x = Ax VA(=G, V x e X. 

(iii) L’action naturelle de G = S n sur X = , n} définie par : 

(a, x) o • x = cr(x) V o G G, V x € X. 

(iv) L’action d’un groupe quelconque G sur lui-même par translation à gauche 
définie par : 

(g, x) t-4 g ■ x = L a (x) = gx V g € G, V x G G. 

(v) L’action d’un groupe quelconque G sur lui-même par ” translation à droite” 
définie par : 

(g, x) g ■ x = R g -\ (x) = xg~ 1 V g € G, V x G G. 

(vi) L’action d’un groupe quelconque G sur lui-même par automorphismes inté- 
rieurs définie par: 


[g, x) i-ï g ■ x = Int ( g)(x ) = gxg 1 V g G G, V x e G. 
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(vii) L’action d’un groupe quelconque G sur un sous-groupe distingué H de G 
par automorphismes intérieurs définie par : 

(g, x) g ■ x = gxg~ l V g G G, V x G H. 

(viii) L’action d’un groupe quelconque G sur l’espace homogène G/ H, où H 
est un sous-groupe de G, par translation à gauche définie par : 

(g, 1*1) *-» 9 ■ N = U®] V g G G, V [x] € G/ H. 

Cette action est bien définie puisque l’on a pour tout g G G 
x = x mod H =» gx = gx' mod II. 


3.1.3 Stabilisateur et orbite. 

Proposition 3. 1. Soit X un ensemble sur lequel agit un groupe G. Pour tout point 
x G X, S x = {g G G, g ■ x = x} est un sous-groupe de G. 

Démonstration. 

On a S x C G et e G S x . Si g, g' G S x , 

{99') ■ x = 9 ■ W ' x) = g ■ x = x 

donc gçj G S x . Enfin, pour g G S x , l’équation x = g -x donne par action de g~ l : 
g' } ■ x = g~ l - (g • x) = ( g~ l g ) -x = e x = x 

donc g~ l G S x . D 

Définition 3. 2. Soit X un ensemble sur lequel agit un groupe G. Pour tout point 
x G X, le sous- groupe S x = {g G G\ g ■ x x} de G est appelé le stabilisateur du 
point x G X. 

Définition 3. 3. Soit X un ensemble sur lequel agit un groupe G. Pour tout point 
x G X, le sous-ensemble Q(x) = {y G X) 3 g G G; y = g ■ x} de X est appelé 
l’orbite du point x G X. On note aussi 0(x) — G ■ x. 

Remarque. La relation 71 définie sur À" par 

xTZy y G O(x) 

est une relation d’équivalence sur X : 

• elle est réflexive puisque pour tout x G X on a x = e - x G C?(x); 

• elle est symétrique puisque pour tous x,y G X tels que y G O(x), il existe a G G 
tel que y = a • x et alors x = c -1 • y donc x G 0(y)\ 

• elle est transitive puisque pour tous x,y,z G X tels que y G O(x) et z G 0(y), il 
existe u,bG G tel que y = a ■ x et 2 = b ■ y et alors z = h • (a ■ x) = ( ha ) ■ x G 0(x). 

La classe d’équivalence d’un élément x G A est l’orbite 0{x). En particulier, les 
orbites forment une partition de X , et deux orbites sont soit disjointes soit égales, 
si y G O(x), alors G(y) = O(x). 

Théorème 3. 1. Soit X un ensemble sur lequel agit un groupe G, et x un point de 
X. Il existe une bijection canonique de l’espace homogène G/S x sur l’orbite O(x). 
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Démonstration. 

Soit <p x : G -> O(x) = G • x l’application définie par ip x (g) = g ■ x V g G G. 
Par définition de l’orbite O(x) = G ■ x , l’application ip x est surjective. On a de plus 
pour tous g\,gi € G: 

V> x {9\ ) = <=> g\ • * = 92 • * 

& g\~ i g2-x = x 

& g\~ l gï € S*. 

ip x définit donc par passage au quotient une application (p x : G/ S x —ï 0(x) par la 
formule 

VÂla]) - TÂ9) VÿG G, 

puisque si 91,92 € G sont deux représentants d’une même classe [91] = [c/2] £ G/S x , 
on a ip x (gi) — Ÿxigï)- L’application (p x est surjective puisque ip x est surjective: pour 
tout y G O(x), il existe g G G tel que y = g ■ x = <p x (g) — <p x {\g\)- L’application (p x 
est injective par définition, puisque pour tous g \ , 92 G G, 

«MM) = $*{[ 92 ]) & <px{gi) = Mft) 

& gr l 92 e s x 

« gi = .92 (mod S*) 

[. 9 i] = [92] 

L’application (p x est donc une hijection canonique de l’espace homogène G/S x sur 
l’orbite O(x). D 

3.1.4 Équation des classes. 

Théorème 3. 2. Soit G un groupe fini, Z(G) son centre, et fl,- (1 ^ i ^ k) les 
classes de conjugaison des éléments de G \ Z(G). Alors 

k 

|G| = |Z(<?)| + £ |ft|. (3.1) 

1=1 

Démonstration. 

Considérons l’action de G sur lui même par automorphismes intérieurs: 

(g, x) 1-4 g ■ x = Int (9)(x) = gxg~ 1 V g G G, V x G G. 

L’orbite 0{x) d’un élément x G G est la classe de conjugaison de x (Déf. 1 . 9 ). O11 

a O(x) = {x} si et seulement si x G Z(G). Le nombre d’orbites réduites à un point 

est donc le cardinal de Z( G). Les orbites qui ne sont pas réduites à un point sont 
celles des éléments de G\ Z (G), i.e. les fl, (1 ^ i ^ k). Comme les orbites forment 
une partition de G, l’équation ( 3 . 1 ) en résulte. □ 

3.1.5 Nombre d’orbites. 

Théorème 3. 3 (Formule de Burnside). Soit X un ensemble fini sur lequel agit 
un groupe fini G. Le nombre N d’orbites de X sous l’action de G est donné par la 
formule 

1 1 y£G 

où pour tout g G G, on pose X y = (x G X] g ■ x = x}. 


( 3 - 2 ) 
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Démonstration. 

Soit 


X = {(g,x) eG x X-, gx = x). 


On a 


X = (J ({.g} x {x G X-, g • * = x }) = (J ({g} x X g ) , 


S 6 G 


fl€G 


* = U (fa € G; ^ æ = x ) x = U x * 


(3.3) 

(3.4) 


xex 


xex 


On calcule le cardinal de X de deux façons différentes en utilisant les équations (3.3) 
et (3.4). D’après (3.3), on a: 


l*l = El x 'l- 

<?eG 


(3.5) 


D’après (3.4), on a, en désignant par N le nombre d’orbites distinctes et par 
0\, • ■ • , Oyv les orbites distinctes, 


i*i = E i s -i = e(ei s *i]- 

xçX 1=1 \xgOi 

Mais pour tout i = 1 , • • • , N et tout x € O, on a 

Q{x) = Oi 


(3.6) 


donc d’après le Théorème 3.1, 


L9xi = 


\G\ \G\ 


\Q(x)\ | Oi 


L’équation (3.6) s’écrit alors : 


N 


i*i = EEîâ = E i°i = w i g i 


N 


i = i *eo. 


\Oi 


(3.7) 


»=i 


Les équations (3.5) et (3.7) donnent alors: 



□ 


3.2 Théorème de Cauchy. 

Théorème 3. 4. Soit G un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Il 
existe un sous-groupe H de G d’ordre p. 
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Démonstration. 

On va montrer qu’il existe un élément x G G d’ordre p. Alors II = (x) est un 
sous-groupe d’ordre p. 

Soit 

X = {(xj, x 2 , • • • ,x p ) G G 5 ’; x,x 2 ---x p = e) 
où e est l’élément neutre de G et G 1 ’ désigne l’ensemble produit cartésien G x • - x G . 

p fois 

Pour x G G', on a x p = e si et seulement si (x, x , . . . , x) G X. Comme p est premier, 
x est donc d’ordre p si et seulement si x ^ e et (x,x,. . . ,x) G X. Nous allons 
montrer qu’il existe un tel x ^ e. 

On a |X| = n p ~ l puisque x x , x 2 , ■ ■ ■ , x p _ x peuvent être choisis arbitrairement, x v 
étant déterminé par x p = (x x x 2 ■ • ■ x p _i) -1 . 

Posons pour (xi,x 2 , • • • , x p ) G G p et s G S p : 

S •(*!,... ,X p ) = (X s -l (1 ),... , £ s -i( p )). (3.8) 

La formule (3.8) définit une application 

S p x G v — » G p . (3.9) 

L’application (3.9) est une action de S v sur G p . En effet, pour s = Id , on a 
Id - (x |, . . . ,x p ) = (ji, . . . , x p ), et pour s , t G S p on a 

S‘(t-(x if ... ,X p )) = S •(*(-!(,),... i (p) ) 

= s • (y u . . . , y p ) (en posant y, = x t - i (i ) Vj ) 

= (?y.s— 1 ( î ) » • • • ? y.s _, (p)) 

= (®t-»(fi-*(l))> • ■ • ,^t-‘( s -»(p))) 

= (^( S i)- l (l)> - * * »*(•*)-'(»)) 

= (st) • (x,,... ,x p ). 

Soit, maintenant cr la permutation circulaire (1,2,... , p) G S p . Le sous-groupe 
(rr) engendré par cr dans <S P est cyclique d’ordre p. Or on a 

a- (x,,... ,x p ) G X V (*i,... ,x p ) G -V. (3.10) 

En effet, si (x x ,x 2 ,... ,x p ) G X, x x x 2 . - - z p _ix p = e donc x p — (x x x 2 . . . x p _i) _1 et 
alors x p xix 2 . ..x p _i = e, Le. rx • (x,, x 2 , . . . ,x p ) = (x p ,x 1} ... ,x p _i) G X. 
L’équation (3.10) donne par récurrence pour A: G N 

• (x l5 . . . ,x p ) G X V(xi, . . . ,x p ) G X . 

Ainsi, pour tous (xi,x 2 , . . . ,x p ) G X et <x k G (cr), on a cr*-(xi, ... ,x p ) G X. L’action 
(3.9) définit donc une application 

(cr)xX— >X. (3.11) 

L’application (3.11) est une action de (cr) sur X. 

On considère cette action de (a) sur X. D’après le Théorème 3.1, le cardinal 
d’une orbite de X divise l’ordre du groupe agissant, qui est ici p. Donc le cardinal 
d’une orbite de X est 1 ou p puisque p est premier. Une orbite est de cardinal 1 si 
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et seulement si c’est {(zi,x 2 ,... ,x p )} avec x.\ = z 2 — • • • — x p — z, z p — e i.e. 
{(z, z, . . . , z)} avec z p = e. 

{(e, e, . . . ,e)} est une orbite de cardinal 1. S’il n’existait pas d’autre orbite de 
cardinal 1, comme X est réunion disjointe des orbites, on aurait |A r | = 1 + Np , i.e. 
n p ~ l = 1 + A'/; , où N est le nombre des orbites différentes de {(e, e, . . . , e)}. Comme 
p divise rt, cela impliquerait que p divise l, ce qui est absurde, puisque p ^ 1. Donc 
il existe au moins une orbite de cardinal 1, différente de {(e, e, . . . , e)}, i.e. il existe 
x ^ e tel que x v = e. D 

3.3 Exercices. 

Exercice 3.1. 

Montrer que l’on définit une action de G = S n sur X = R[À'i, ... , À„] en posant : 

(cr, /) i-> g - f V er € G, V / € X, 
où 

(a ■ /)(*„. . . , X n ) = /(X„ (1) , . . . , X a(n) ) V a € G, V / G X 

Exercice 3.2. 

Soit K un corps commutatif et E = /\ 2 [X] l’espace vectoriel des polynômes de 
degré ^ 2 en À' à coefficients dans K. 

On pose pour A = ^ G GL( 2, K) et P & E 

(AP)(X) = (bX + dfp{^±^. (3.12) 

(i) Montrer que l’application {A, P) *-+ A • P est une action de GL(2, h ) sur E. 

(ii) Montrer que pour tout A € GL{ 2, K ) l’application //i : E — > E définie 
par /a(P) = A ■ P est un endomorphisme de E et écrire sa matrice dans la base 
canonique B = (1, X, X 2 ) de E. 

(iii) Montrer que pour tout A € K, X ^ 0 et tout P G E 

(XA)- P = X 2 (A- P) (3.13) 


et en déduire que 

(l A y(X 2 P) = A.P (3.14) 

(iv) Pour P = x + yX + z X 2 G E, P ± 0, notons A P = y 2 - 4 xz le discriminant 
de P. Montrer que 

A a .p = (det A) 2 Ap VP € E. (3.15) 

(v) On prend K = C. Déterminer les orbites de E sous GL( 2,C). 

(vi) On prend K = K. Déterminer les orbites de E sous GL(2, R) et les repré- 
senter graphiquement. 

(vii) Reprendre les questions (v) et (vi) avec SL( 2, K) (K = C ou K = IR) pour 
l’action restreinte déduite de celle de GL( 2, K). 
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Indication. 


(i) Soit P = x + yX + 2 . Y 2 € E et A = ^ € GL( 2, K). Alors 

(«r + = <« + 4* (* + »££ + * (££)’) 


flX + c' 


6X + d 


= x(bX + (i) 2 + y(aX + c)(bX + d) + z(aX + c)‘ 


donc A P G E \/P G E. Si / désigne la matrice identité, on a immédiatement 
l ■ P = P WP e E. Enfin pour tous A = ^ , A' = ^ ^ G GL{ 2, K) et, 

P € E, on a: 


(A-(A' P))(X) = (6.Y + <0 ! (/l''P)(^^) 
= (bX+J)* + ^ 


/ aAjhÇ _L c ' 

A ' °2L t£ _L 
0 6X-N/ + ü 




= ((AA') • P)(X) . 


Donc on a bien une action de GL(2, K) sur E. 

(ii) La linéarité de /, i est immmédiate sur la formule (3.12): pour \,/i G K et 

l\Q£E, 


(A • (AP + nQ))(X) = (bX + d) 2 (AP + nQ) (^ 


aX + c ' 
bX + d J 


- X(bX + d) 2 P + ^(bX + d) 2 Q 

= A (A ■ P)(X) + v(A ■ Q)(X), 

Le. f A (XP + fiQ) = A f A (P) + h/aIQ)- 

On a pour A — ^ G GL( 2, K) en notant c x = l,e 2 = X,e 3 = X 2 : 


A • ej = (6X + d) 2 

(3.16) 

A • c '2 = (6X + d){aX + c) 

(3.17) 

A ■ c 3 -■ ( aX + c) 2 . 

(3.18) 

La matrice de f A dans la base B est donc 


/ d, 2 cd c 2 \ 


A4(f A ,B) = J 2 bd ad + bc 2 ac I . 

(3.19) 


b 2 ab 


(iii) Pour A = ^ ^ G GX( 2, A") et A G A', A ^ 0, oi 

det (AA) = A 2 dct A ^ 0 
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donc A A € G L(2, K). La formule (3.12) donne 

((XA)-P)(X) = (MX + U)*pgï f^) 

= \\AP)(X). 

C’est l’équation (3.13). Maintenant, 

(^).(^ / > ) = 1 ( a. ( ^p ) ) = a.p 

par linéarité de l’application f a- C’est, l’équation (3.14). 

(iv) Si F a pour composantes dans la base canonique x,y,z, les composantes de 
A • P sont, d’après (3.19), x',y',z' avec 

x' = d 2 x + cdy + c 2 z 

y 1 = 2 bdx + (ad + bc)y + 2 acz 

z = b 1 x + aby + a 2 z. 

On a alors 

A*.p = (y'Ÿ ~ 4®V 

= y 2 ((ad + bc) 2 - 4 abcd) - 4 xz(a 2 d 2 + b 2 c 2 - 2abcd) 

= (y 2 — 4xz)(ad — 6c) 2 
= (det/l) 2 Ap. 

(v) L’orbite du polynôme 0 est {0}. Soit P = x + yX + zA' 2 € QJA], P ^ 0. Deux 
cas sont possibles sur C : 

• A p = 0. Dans ce cas, z = 0 impliquerait y — 0. Donc P est constant ou de 
degré 2 avec une racine double. 

Si P est la constante x € C*, on a P = A ■ a d’après la formule (3.16), avec 

A = ^ 6 GL( 2,C) pour tous a,c,d € C tels que a ^ 0 et d 2 = * (on peut en 

particulier prendre a = d -1 qui donne det A — 1). On a donc P € 0(e i). 

Si P est de degré 2 avec une racine double, il s’écrit P = z(X — or) 2 avec 

a € C , z € C*. Si 6 6 C* est tel que 6 2 = z, on a P = A • e y avec 

A = 1 1 ) ^ GL ( 2 ’ C ) P ÜUr tous a > c e C te,s que aa + c ± 0 (on peut 

en particulier prendre a = 0 et c = -6" 1 qui donne det A = 1). On a donc encore 
P€0(e i). 

On a donc obtenu que, pour P ^ 0, la condition A p = 0 implique P € 0(e i). 

Or d’après la formule (3.16) tout point de l’orbite de d vérifie P ± 0 et A P = 0. 

Donc l’orbite ü(e i) est l’ensemble des polynômes P ^ 0 qui vérifient Ar = 0. (Elle 
contient en particulier e 3 , donc est identique à l’orbite de e^). 

• A P ± 0. Dans ce cas z = 0 impliquerait y / 0. Donc P est de degré 1, ou de 
degré 2 avec deux racines distinctes. 
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Si P est de degré 1, P = x + yX,y f 0, la matrice A = (J ^ € GL( 2,C) est 

telle que P = A ■ e 2 d’après la formule (3.17). On a donc P G 0(e 2 ). 

Si P est de degré 2 avec deux racines distinctes, il s’écrit 

P = z(X - a)(X - P) avec a, P € C , a ^ /? , 2 G C. Mors P = A ■ e 2 avec 

en particulier la matrice /l = 6 GI(2,C) dont le déterminant est 

det A = z(/? - a). On a donc dans ce cas aussi P G 0(e 2 ). 

On a donc obtenu que la condition Ap ± 0 implique P G 0{e 2 ). Or d’après la for- 
mule (3.15), pour tout point A ■ e 2 de l’orbite de e 2 on a 

& A = ( dct Ap ± 0. Donc l’orbite 0(e 2 ) est, l’ensemble des polynômes qui ve- 

rifient A p ^ 0. 

Du résumé, il y a 3 orbites pour G L(2, C) : 

► l’orbite triviale {0}; 

► l’orbite Ü(ci ), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient A P = 0; 
P- l’orbite C?(e 2 ), ses cléments sont les polynômes qui vérifient A P / 0. 


(vi) Sur A' = R, il y a 3 cas possibles pour P ± 0 : 

• Ap — 0- Dans ce cas, comme précédemment, P est constant ou de degré 2 avec 
une racine double réelle. 

Si P est la constante x G R*, on & P = A ■ (ee,) d’après la formule (3.16), avec 

'a ü 
c \/\x 


G GL( 2, R) pour tous a,c G 


e = ±1 suivant le signe de x et A = 

N v ■ -r 

a ^ 0 (on peut en particulier prendre a = (\/RÏ)' 1 S 11 ' donne det A = 1). 

On a donc P G 0(e t ) ou P G Q(-e i) suivant le signe de x. 

Si P est de degré 2 avec une racine double réelle, il s’écrit P = z( A — «) 2 
avec q G R, z G R’. Alors P = A ■ (ee x ) avec e = ±1 suivant le signe de z et 

A = (° v1*L\ e CL{ 2, R) pour tous a,c G R tels que aa + c / 0 (on peut en 

V e ~ a v\ z \J 

particulier prendre a = 0 et c = -(^/N) qui donne det, A = 1). Notons que le 
signe de z est celui de x + z puisque 4xz = y 2 Z 0. On a donc dans ce cas P G Q(t x ) 
ou P G 0( — e i) suivant le signe de x + z. 

Ainsi, pour F ^ 0, la condition A P = 0 implique F G Q(e x ) ou F G 0(-e i) 
suivant le signe de a: + z. Or comme précédemment, d’après la formule (3.16), pour 
tout point A-e x de l’orbite de e, et tout point -A-e, de l’orbite de -e, on a A-e, f 0 
et A* C1 = A-A-c t = 0- De plus si F = A ■ e, G Ü(e x ) ( resp . F = -A ■ e, G 0(-e,)), 
on a F = x + y A' + «A 2 = (bX + df ( resp . F = x + yX + zA 3 = -(6A + d) 2 ) avec 
6 , d G R, donc x + z > 0 (resp. x + z < 0). L’orbite Q(e x ) (rtsp. ü(-e i)) est donc 
l’ensemble des F G F tels que A P = 0 et x + z > ü (resp. x + z < 0). L’ensemble 
des polynômes F / 0 qui vérifient Ap = 0 est ainsi la réunion des deux orbites 
distinctes 0(e x ) et 0(—e\). 

• Ap > 0. Dans ce cas, F est, de degré 1, ou de degré 2 avec deux racines réelles 
distinctes. La situation est exactement la même que dans le cas complexe. 

Si F est de degré 1, F = x + yX, y ± 0, la matrice A = G GL( 2, R) est 


telle que F = A ■ e 2 d’après la formule (3.17). On a donc F G ü(e 2 ). 

Si F est de degré deux avec deux racines réelles distinctes, il s’écrit 
F = z(X - a)( X - P) avec a, P G R, a P,z G R*. Mors P = A ■ e 2 avec 
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A = ^ Z p 1 ^ € GL( 2, K) dont le déterminant est det A = z(/3 — a). On a donc 
dans ce cas aussi P G 0(e 2 ). 

Si A p > 0, on a donc toujours P G 0(e 2 ). Or d’après la formule (3.15), pour 
tout point A ■ e 2 de l’orbite de e 2 on a A /\. t2 = (det/1) 2 > 0. Donc l’orbite 0(e 2 ) est 
l’ensemble des polynômes qui vérifient A p > 0. 

• Ap < 0. Dans ce cas, P est de degré 2, avec deux racines complexes conjuguées 
distinctes a ± i(3, a, (3 G K, (3 ÿé 0. 11 s’écrit 

P = z(X - a - i{3)(X - a + i/3) 

= z(X 2 - 2aX + a 2 + (3 2 ) 

= z((X-af+(3 2 ) (zG E*). 

Or d’après les formules (3.16) et (3.18), 

A(e i + e 3 ) = (bX + d) 2 4- («A + c) 2 

pour A = Ç ^ G GL( 2, E). Donc P = A-(e(e x + e 3 )) avec e = ±1 suivant le signe 

de z et A = yfîz\ ^ ^ ^ G GL(2, E). Notons que le signe de z est celui dex + z 

puisque 4a:z > y 2 ^ 0. On a donc P G 0(e x 4- 63) ou P G 0(— (ei + 63)) suivant le 
signe de x + z. Or comme précédemment, d’après la formule (3.15), tout point P de 
l’orbite de e,\ +e 3 ou de l’orbite de — (e x 4-e 3 ) vérifie A p < 0. De plus si P G ü(e x +e 3 ) 

( resp . P G + e 3 ))), onaP = i + yX + zX 2 = (bX + d) 2 + ( aX + c) 2 ( resp . 

P = x + yX + zA' 2 = -(bX + d) 2 - ( aX + c) 2 ) avec a, 6, c, d G E, donc x 4- z > 0 
(resp. x4- z < 0). L’orbite Ü(ei 4- 63) (resp. 0(-(e x 4- e 3 ))) est donc l’ensemble des 
P £ E tels que Ap<0etx4-2>0 (resp. x 4- z < 0). L’ensemble des polynômes 
qui vérifient Ap < 0 est ainsi la réunion des deux orbites distinctes 0(e.\ 4- e 3 ) et 
0(-(ei 4- e 3 )). 

En résumé, il y a 6 orbites pour GL( 2, E) : 

► l’orbite triviale {0} ; 

► l’orbite 0(e 1), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient Ap — 0 
et x + z > 0; 

► l’orbite ü(—e 1), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient Ap = 0 
et x 4- z < 0 ; 

► l’orbite 0(e 2 ), ses éléments sont les polynômes qui vérifient Ap > 0; 

► l’orbite 0(e x 4- e 3 ), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient 
Ap<0eta;4-^>0; 

► l’orbite 0(— (e x 4- e 3 )), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient 
Ap < 0 et x 4- z < 0. 

Représentation géométrique des orbites. Munissons E du produit scalaire pour 
lequel la base (ei,e 2 ,e 3 ) est orthonormée. La forme quadratique Ap = y 2 — 4 xz 
s’écrit 

A P = (x-z) î + ,/- (:C + 2 f = 2(^y + !/ J -2(i±^y=2f 2 + ^-2f 2 , 

(£, C) désignant les coordonnées du polynôme P dans la base orthonormée (fj , f 2 , f3 ) 
définie par 

„ ej — e 3 ej 4* e 3 

fi = — , 1 2 — e 2 , t 3 — 


V2 


V5 
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FiG. 3.1: Les orbites de l’action de G'L(2,IR) sur 


En effet, le changement de bases est en fait un changement de bases orthonormées 
dans le plan des x, z, donc rj ~ y, et la matrice de passage P de (ej . e 3 ) à (fi,f 3 ) 

«* p * (-i î) e s °w d °- (0 - ^ (:) =*(:;;)■ 

La surface d’équation A p — 0 a pour équation dans la base (fi,f 2 ,fs) : 

2£ 2 + if - 2(f = 0. (3.20) 

C’est un cône d’axe Rf 3 . Pour ( 0 / 0 fixé, on obtient £2 + ^£1 = 1. La section du 

cône par le plan C = Co est donc une ellipse dont le grand axe est \/2|Cu| suivant r/ 
et le petit axe est |£u| suivant £. 

Les orbites sont ainsi représentées comme (voir Fig. 3.1) : 

► l’orbite triviale {0} ; 

► la nappe supérieure (C > 0) du cône (orbite 0(e 1 )) ; 

► la nappe inférieure (£ < 0) du cône (orbite 0(—e 1 )) ; 

► "l’extérieur” du cône (orbite 0( c' 2 )) ; 

► "l’intérieur” (C > 0) du cône supérieur (orbite 0(c\ + e 3 )); 
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► "l’intérieur” (Ç < 0) du cône inférieur (orbite 0(—(e t + es))). 

(vii) Si A G SL( 2, K), on a d’après (3.15) A ap = A P V/ J G fi. Le discriminant est 
donc constant sur chaque orbite. 

Prenons d’abord K = C On va voir que les orbites pour SL{2,C) sont alors: 

► l’orbite triviale {0}; 

► l’orbite (D(e i), ses éléments sont les polynômes non nuis qui vérifient A p = 0; 

► l’orbite 0{ A e 2 ), pour tout A G C, tel que 0 ^ Arg A < tt, où Arg A désigne 
la détermination principale de l’argument, de A (voir Chap. 7 , section 7.10). Ses 
éléments sont les polynômes qui vérifient A P = A 2 . 

Soit F G Qi[X], F î 0. Si A p = 0, on a vu au cours de la démonstration du (v) 
qu’il existe une matrice A G SL{ 2,C) telle que F = A ■ e j. Supposons maintenant 
A P ^ 0. Il existe un unique A G C tel que 0 ^ Arg A < tt et A p = A 2 . On sait 
d’après (v) qu’il existe A G GL{ 2, C) tel que P = A ■ e 2 . Alors A p = (det A) 2 , donc 
det A = ±A. Si det A = —A, on introduit la matrice 


C = 



(3.21) 


qui est telle que det C = —1 et C ■ e 2 = C ■ X = X 2 (^) = X = e 2 . On aura 
P = A • e 2 = A ■ (C - e 2 ) = {AC) - e 2 . Or la matrice A' = AC vérifie det A' = A. 
En remplaçant A par A ', on peut donc supposer que det A = A. Soit /jGC tel que 
p 2 = A. Alors B = ±A€ SL{ 2,C). D’après (3.14), F = A-e 2 = B-(/x 2 e 2 ) = B-( Ae a ). 
Cela prouve que F G 0{ Ae 2 ). D’où la classification des orbites. 

Prenons maintenant K = JR. On va voir que les orbites pour SL{ 2, R) sont (voir 

Fig. 3.2) : 

► l’orbite triviale {0}; 

► la nappe supérieure (C > 0) du cône (orbite C{c i)) ; 

► la nappe inférieure (£ < 0) du cône (orbite 0{—e i)) ; 

► pour tout A > 0, l’hyperboloïde à 1 nappe A p = y 2 — 4 xz = A 2 (orbite 

0{ A o»)); 

► pour tout A > 0, la nappe supérieure (( > 0) de l’hyperboloïde à 2 nappes 
A P = y 2 — 4 xz = — 4A 2 (orbite 0{\{c\ + e^))) ; 

► pour tout A > 0, la nappe inférieure (Ç < 0) de l’hyperboloïde à 2 nappes 
A p — y 2 — 4xz = — 4A 2 (orbite 0(— A(ej + e 3 ))). 

Soit F G R 2 [X], P ^ 0. Si A P = 0, on a vu au cours de la démonstration du (vi) 
qu’il existe une matrice A G SL{ 2, IR) telle que F = A ■ e\ ou P — —A ■ e.\ suivant 
le signe de x + z. 

Supposons A P = A 2 > 0 (A > 0). On sait d’après (vi) qu’il existe 
A G GL{ 2, R) tel que F = A ■ e 2 . Alors A P = (det A) 2 , donc det A = ±A. Le 
cas det A — —A, se ramène au cas det A = A comme dans le cas complexe en intro- 
duisant la matrice (3.21). Supposons donc det A = A. Alors B = Jj/leSL(2,R). 
D’après (3.14), F = A ■ e 2 = B ■ (A e 2 ). Cela prouve que F G 0{ Ae 2 ). On en déduit 
que l’orbite de A e 2 est l’hyperboloïde à 1 nappe A p = y 2 — 4 xz = A 2 . 

Supposons A p = -4A 2 < 0 (A > 0). On sait d’après (vi) qu’il existe 
A G Gfi(2,R) tel que F = A • (e(ei + e 3 )) avec e = ±1 suivant le signe de x + z. 
Alors A P = — 4(det A) 2 , donc det A = ±A. Si det A = -A, on introduit la matrice 


S 


~( l 

y/SV 
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qui est telle que det S = — 1 et 

S ■ (ci -f e 3 ) = - ((X — l) 2 + (X + l) 2 ) = 1 + X 2 = e\ + e 3 . 

On aura P = A ■ (e(ei + e 3 )) = A ■ e (S ■ (ci + e 3 )) = (A.S) • (e(ei 4- e 3 )). La matrice 
A! = AS vérifie alors det A! — A. On peut donc supposer que det A = A. Alors 
B = G SL{ 2, R). D’après (3.14), P = A • (e(e, + e 3 )) = Z? • (Ae(c, + e 3 )). 
Cela prouve que / J € 0(Ae(ei + e 3 )). On en déduit que l’orbite de A(ej + e 3 ) ( resp . 
— A(ei + e 3 )) est la nappe supérieure (resp. inférieure) de l’hyperboloîde à 2 nappes 
A p = y 2 — 4xz — — 4A 2 . D’où la classification des orbites. 

Exercice 3.3. 

Soit p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre p s , s G N*. Montrer que 
le centre de G n’est pas réduit à l’élément, neutre. 

Indication. 

L’équation des classes s’écrit 

|G| = \Z(G)\ + £ IM- 

i=l 

où Z(G) est le centre de G et les fij sont les classes de conjugaison non réduites à un 
élément. D’après le Th. 3.1, |D,| divise |Gj = p s . Comme, p est premier, on a donc 
|îî,j = p s ‘ avec Si € N, et s,- ^ 1 pxiisque la classe îî; n’est pas réduite à un élément. 
Si l’on avait Z(G) = {e}, on aurait donc 

k 

p’ = ' + T,p" 

i=i 

et p diviserait 1 ce qui est faux. Donc Z(G) ^ {c}. 

Exercice 3.4. 

Soit G un groupe, et Z (G) son centre. 

(i) Montrer que si le groupe quotient G/Z(G) est monogène, alors G est abélien. 

(ii) Dans toute la suite, on suppose que G est fini de cardinal |Gj = p 2 , avec p 
un nombre premier. 

Montrer que G est abélien en utilisant l’exercice 3.3 et la question précédente. 

(iii) On suppose que G n’est pas cyclique. Soit x G G tel que x soit différent de 
l’élément neutre e. 

(a) Quel est l’ordre de x3 

(b) Soit y G G tel que y g (x). Quel est l’ordre de y? Montrer que (x) O (y) = {c}. 

(c) Montrer que les éléments 

*V, 0 < i < p - 1, 0 ^p-1 


sont, deux-à-deux distincts. 

(d) En déduire que G est isomorphe au produit direct Z p x 7L V 

(iv) Conclure qu’il n’y a, à isomorphisme près, que 2 groupes d’ordre p 2 (p 
premier), à savoir à Zp 2 et Z 7 , x Z p . 

Indication. 

(i) Par hypothèse, il existe un élément a G G tel que G/Z(G) = ([«]) , où 
[a] = aZ(G) est la classe à gauche de a modulo Z{G). Soient x,y G G. Il existe 
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m,n G N tels que [x] — [a] m et [y\ = [a] n . Or [a] m = [a m ] et [a] n — [a”]. Donc 
[x] = [a m ] et [y] = [a n ], et par conséquent il existe h,k € Z(G ) tels que x = a v 'h 
et y = a n k. Alors xy = a m ha n k = a m+n hk = a m+n kh = a n ka m h = yx. Comme 
x,y G G sont arbitraires, G est donc abélien. 

(ii) D’apres l’exercice 3.3, Z(G) ± {e}. Or d’après le Théorème de Lagrange, \Z{G)\ 
est un diviseur de p 2 . Donc \Z[G)\ = p ou p 2 . Si \Z(G)\ = p 2 , Z{G) = G et G est 
donc abélien. Si \Z(G)\ = p , \G/Z(G)\ = \G\/\Z(G)\ = p. Donc G/Z(G) = Z p (Voir 
ex. 1.4) et G/Z(G) est cyclique. D’après la question (i), G est alors abélien. Ainsi 
G est abélien dans les deux cas. 

(iii) (a) L’ordre de x est un diviseur de p 2 différent de 1 puisque x ÿé e, et différent 
de p 2 , puisque G ^ (x) du fait que G n’est, pas cyclique. Donc l’ordre de x est p. 

(b) On a y ± e puisque y £ (x). Donc par le même raisonnement que pour x, l’ordre 
de y est p. D’autre part, (x) 0 (y) est un sous groupe de (y) donc son ordre divise 
p. Si l’ordre était p on aurait (x) O (y) = (y) ce qui contredirait l’hypothèse y g (x). 
Donc l’ordre est 1, Le. (x) fï (y) — {e}. 

(c) Supposons x'y- 7 = x* y J avec 0 ^ i, i 1 ^ p— 1, 0 j, j' ^ p— 1. Alors x* ' = y- 7 J 

est un élément de (x) H (y) = {e}. Donc x ,-i = y- 7 = e. Comme les ordres de x et 

y sont tous les deux égaux à p, cela implique d’après le Th. 1.11 que i - i' G pZ et 
j' ~ 3 € pZ. D’où i = i' et j = j'. 

(d) Considérons l’application / : (x) x (y) — »■ G définie par 

/(( 2 r,tü)) = ztoVz G (x), w G (y). Comme G est abélien, / est un homomorphisme 
de groupes: pour tous z, z! G (a:) G (y), 

f((z,w)(z',w')) = f((zz\ww')) = zz'ww' = zwzw = /((z,m))/((z , ,u;')). 

D’après (c), les p 2 éléments 

f((x\y j )) = xV, 0^t,i'^p-l, 0^j,/^p-l 

dont deux-à-deux distincts. Comme |G| = p 2 , / est donc surjective. Comme 
| (x) x (y)| = |G|, cela implique que / est bijective. Ainsi / est un isomorphisme 
de (x) x (y) sur G. Or (x) ^ Z p et (y) = Z p . Donc (x) x (y) = Z p x Z p . On obtient 
ainsi G = Z p x Z P . 

(iv) Si G est cyclique, on sait que G = Z p 2 . Si G n’est pas cyclique, on a vu à la 
question précédente que G = Z p x Z p . Ainsi, un groupe G d’ordre p 2 est, isomorphe 
à Zp 2 ou Z p x Z p . Il reste à montrer que Z p 2 et Z p x Z p ne sont pas isomorphes. 
Mais c’est immédiat car il n’y a pas d’élément, d’ordre p 2 dans Z p x Z p . Soit, en effet 
([a], [b]) G Z p x Zp, ([«], [6]) ^ ([0], [0]). On a 

p([a],[6]) = (pN,p[6]) = ([pa],[pfc]) = ([0],[0]) 

donc l’ordre k de ([a], [b]) est, un diviseur de p. Comme p est premier et k > 1 puisque 
([a], [6]) î ([0], [0]), on a k — p. Tout élément ([«], [b]) ± ([0], [0]) de Z p x Z p est, donc 
d’ordre p. 



Chapitre 4 

Espace affine, barycentre 


Dans tout ce chapitre, le corps de base est un corps commutatif K. 


4.1 Espace affine. 

4.1.1 Structure affilie sur un espace vectoriel. 

Soit, E un espace vectoriel sur K. L’addition vectorielle définit une action 

(t, a) •-> t • a = a + t (4.1) 

du groupe additif de l’espace vectoriel E sur l’ensemble E. On a en effet : 

a + 0 = a Va G E 

(a + t) + s = a + (t + s) Va G E Vs,t e E. 

Pour tous a, b G E, t = b — a est l’unique élément de E tel que a + t = b. 

4.1.2 Espace affilie. 

Définition 4. 1. Soit E un espace vectoriel sur K. Soit X un ensemble dont les 
éléments seront appelés points et notés A, B etc. On dit que X est un espace affine 
associé à E , ou de direction E , si X est muni d’une action notée 

(t, Af) M + t (4.2) 

du groupe additif de l’espace vectoriel E vérifiant la condition suivante. 

Four tous A, B G X, il existe un vecteur t G E unique tel que B = A + t. (4.3) 

On notera ce vecteur t — AB ou parfois t = B — A. On appellera dimension de X 
la dimension de E. 

Exemple. Soit E un espace vectoriel sur K. L’action (4.1) du groupe additif de 
l’espace vectoriel E munit l’ensemble E d’une structure d’espace affine associé à 
l’espace vectoriel E. L’ensemble E muni de cette structure d’espace affine est appelé 
l’espace affine canoniquement associé à l’espace vectoriel E , ou simplement l’espace 
affine. E. 
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Proposition 4. 1. Soit X un espace affine associé à Pespace vectoriel E. 
(i) Pour tout A € X, l’application 


Va : E — > X (4-4) 

définie par <^(t) = A + 1 pour tout t € E est une bijection de E sur X. L ’image du 
vecteur nul 0 par cette bijection est le point A. 

(H) La bijection réciproque (v^a) -1 de la bijection va ■ E > X est l application 

i'A : X — > E (4.5) 

définie par ip A {M) = AM VM € X : i' A °VA = Id E , Va ° i'A = ld x - 

(iii) Pour tout t € E, on a ^(s + t) = Va( s ) + ^ Vs G E, et 
■4> a (M + 1) = MM) + t VM € X. 

(iv) Pour tous A, B, C G X , on a : AC = AB + BC et BA = — AB. 

Démonstration. 

(i) et (ii) sont une simple reformulation de (4.3). 

(iii) va ( s + t) = A + (s + t) = {A + s) + t = vm(s) + t. On a alors 
vÀMM) + t ) = YA{i'A{M)) + t = M + t donc i' A {M) + t = if A (M + t). 

(iv) On a A T (AB + BC) = (A + AB) + BC = B + BC = C donc 

AC = AB -f BC. En prenant en particulier C = A, on obtient 0 = AB + BA, Le. 
BA = - AB. D 

D’après la Prop. 4.1(i), si l’on fixe un point A G A, la bijection i' A : X — » E 
permet d’identifier l’ensemble X à l’ensemble E en identifiant un point M e X au 
vecteur i' A (M) = AM € E. Alors d’après la Prop. 4.1(iii), pour tout t G E 1 , le point 
A/ + t s’identifie au vecteur if A (M) + t = AM + t, Le. l’action du groupe additif 
de l’espace vectoriel E sur X s’identifie a l’action (4.1). Avec cette identification, 
l’espace affine X est ainsi l’espace affine canoniquement associé à E. 


4.1.3 Repère affine. 

Définition 4. 2. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E. On appelle 
repère affine de X la donnée ( A , (ej) K ^ n ) d’un point A e X appelé origine et d’une 
base (e;)i^„ (n — dim E) de l’espace vectoriel E. 

Lorsqu’un repère affine (A, (e;)i^,^ n ) de X est fixé, tout point M £ A' s écrit de 
façon unique M = A + A.ei, A,- € K, d’après la Proposition 4.1(i). A,, • • - , A n 
(ou (Ai,-- - ,A n )) sont appelées les coordonnées du point M. 

L’espace affine X est dit euclidien si l’espace vectoriel E est euclidien. Dans ce 
cas, un repère affine (A,(e i)i^n) est dit orthonormé si la base (ei)i*; <n de E est 
orthonormée. 

Exemple. Si .V désigne l’espace affine canoniquement associé à l’espace euclidien 
E = R”, soit O le point de X qui est le vecteur nul de. E , et (ei)i^ n la base ortho- 
normée canonique de E. (O, (ei)i^i^ n ) est un repère affine orthonormé. On dit que 
O est l’origine canonique de X. 
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4.1.4 Application affine. 

Application affine dans un espace vectoriel. 

Définition 4. 3. Soit E un espace vectoriel. Une application f : E E est dite 
affine si elle est la translatée d’une application linéaire, i.e. s’il existe a E E et un 
endomorphisme g E C(E) tels que 

/(x) = a + g(x) Vx E E. (4.6) 

Exemple. Toute isométrie d’un espace vectoriel euclidien est affine (Th. 2.9). 

Application affine dans un espace affine. 

Soit / : E —¥ E une application affine de l’espace vectoriel E dans lui-même. Il 
existe a E E et un endomorphisme g E C(E) tels que (4.6) soit vérifiée. Comme g 
est linéaire, on a g( 0) = 0, donc /(O) = a et. alors 

/( x ) = /(O) + g(x) VxeE. (4.7) 

Si l’on note X l’espace affine canoniquement associé à l’espace vectoriel E , un vecteur 
x est un point M de X, le vecteur nul 0 est l’origine canonique O et OM = x E E. 
f est une application de l’espace affine X dans lui-même et l’équation (4.7) s’écrit 

/(M) = f(0) + S (OM) VM € X. (4.8) 

On constate donc que l’application / : X — > X est affine au sens suivant. 

Définition 4. 4. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E. Une appli- 
cation f : X — > X est dite affine s’il existe un point P E X et un endomorphisme 
g E C(E) tels que 

/(M) = f(P) 4- p(PM) VM € X. (4.9) 

Si / est une application affine de l’espace affine X dans lui-même, i.e. s’il existe 
un point P E X et un endomorphisme g E £( E) vérifiant l’équation (4.9) alors cette 
équation est encore vérifiée avec le même g pour tout point Q E X à la place de P : 

f(M) = f(Q) + g( QM) VM, Q E X. (4.10) 

En effet, pour tous Q, M G A, on a 

f(M) = /(P) + S (PM) = f(P) + g( PQ + QM) 

= HP) + g( PQ) + s(QM) = HQ) + s(QM). 


De plus s’il existe un endomorphisme g E £(E) vérifiant l’équation (4.9), il est 
unique puisque ÿ(PM) = f(M) — f(P) VM E X. 

Définition 4. 5. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E et 
f : X -¥ X une application affine. L’unique endomorphisme g E £(E) tel que 

/(M) = f(P) + j(PM) VP, M EX. (4.11) 


est appelé la partie linéaire de f. 
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On notera que pour P G X fixé, l’équation (4.11) signifie que l’application / est 
la composée des 3 applications 

M APM A S (PM) ïü? /(/')+ S(PM) 

où i/’P est la bijection (4.5) de X sur E définie par ifp(M) = PM VM G X et ^/(P) 
la bijection (4.4) de E sur X définie par v?/(p)(u) = /(P)-f u Vu G E- L’équation 
(4.11) s’écrit donc aussi: 

f — o g o il’p V P G X . (4-12) 

Équivalence des deux définitions dans le cas de l’espace affine canonique- 
ment associé à un espace vectoriel. 

Si X est l’espace affine canoniquement associé à l’espace vectoriel E , et si / est 
une application affine de X dans lui-même, l’équation (4.10) peut être appliquée 
avec pour Q l’origine canonique O de X, et l’on obtient alors l’équation (4.8), avec 
g la partie linéaire de /. Donc (4.6) est vérifiée avec a = /(O) et l’application / de 
l’espace vectoriel E dans lui même est affine. 

Lorsque X est l’espace affine canoniquement associé à l’espace vectoriel E, une 
application f de X dans lui-même est donc affine si et seulement si l’application f 
de l’espace vectoriel E dans lui-même est affine. 

4.1.5 Groupe affine. 

Proposition 4. 2. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E. 

(i) Soit f : X -» X une application affine et g G £(E) sa partie linéaire. Alors f 
est une bijection de X sur X si et seulement si g est une bijection de E sur E. 

(ii) L’ensemble CA(X) des bijections affines de X sur X est un groupe pour la loi 
o . 

Démonstration. 

(i) Par définition de g , 

f(M) = f(P)+ g( PM) V/ J , M € X. 

On a vu (équation (4.12)) que cela s’écrit encore 

/ = <php) °y° i'p- 

Si g est bijective, alors / est la composée de 3 bijections, donc est une bijection. 
Réci proquement , 

H = °f° H'pY 1 = V’Z(P) ° / ° VP- 

Si / bijective, g est la composée de 3 bijections, donc est une bijection. 

(ii) On a GA{X) C Bij (X). Montrons que c’est un sous-groupe de Bij (X). 

• Idx e GA(X) est clair. La partie linéaire de Idx est fdp. 

rn /, O / 2 G GA(X) V/.,/ a € GA(X). On a pour tous P U P 2 G X en notant g u g 2 les 
parties linéaires de fi,f 2 respectivement: 

f\ = ’r'h (Pi ) 0 Si ° 4’ Pi 

fi = <PMPA °92 °V’p 2 - 
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Soit P G X quelconque et prenons P 2 = P et Px = / 2 (P). Alors 

fi ° h = <r7,(A) o </i o ^p, o <^/ 2 (p a ) o g 2 o rf P , 

= T Sx (/ 2 (P)) °fil° tif-AP) ° V’/alP) ° </2 ° V’p 

= V>JMP)) 0 9i 0 92°iïp 
(car Vv 2 (p) o V/ a (p) = Afe) 

= ^(/,o/ 2 )(P) o (c/i o g 2 )o V>p. 

Cela s’écrit encore 

(/. °/ 2 )(M) = (/i o / 2 )(P) + ( Sl o 52 )(PM) vm G X, 

donc fi o / 2 est affine et sa partie linéaire est g i o g 2 . 

• f~ l G GA(À') V/ G GA(A'). Soit g la partie linéaire de /. On a pour P e X 

f = ¥f(P) ° 9 °4>P 

et on sait que g est bijective car / est bijective. Alors 

/-> = {xp P y l o g~' o (v?/ ( p)) -1 = tfpog- 1 o 0 /(F) 

En posant P = / -I (Q), on a pour tout Q G X 

f~ l = Vj-'(Q)° 9~' 

donc f~ t est affine et sa partie linéaire est g~ l . □ 

Définition 4. 6. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E. Le groupe 
GA(X) est appelé groupe affine de X. 

4.1.6 Isométries d’un espace affine euclidien. 

Définition 4. 7. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E et 
f : X — y X une application de X dans lui-même. On dit que f est une isomé- 
trie de X si elle vérifie la condition 

l|f(A) f (B) || = |[ AB || WA, B eX. (4.13) 

Dans le cas particulier où X est l’espace affine canoniquement attaché à l’espace 
vectoriel E, la définition ci-dessus n’est autre que la définition 2.10. 

On notera qu’une application affine f : X — > X d’un espace affine X associé à 
l’espace vectoriel E est une isométrie de l’espace affine X si et seulement si sa partie 
linéaire g est un endomorphisme isométrique de E. 

Théorème 4. 1. Toute isométrie d’un espace affine euclidien X est une bijection 
affine de X sur X. 

Démonstration. 

Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E et / : X -» X une isométrie 
de l’espace affine À'. Montrons d’abord que / est affine. Fixons une origine O G X. 
Si / était affine de partie linéaire g, on aurait /(M) = /(O) + <?(OM) VM G X. 
Introduisons donc l’application / : E —ï E définie par 

/(M) = f{0) + /( OM) VM e X, 


(4.14) 
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cc qui s’écrit encore 

/( OM) = f(0)f(M) VM € X. (4.15) 

On a pour tous A, B € X : 

f(A) f (B) = f(O) f (B) - f (O) f (A) = /( OB) - /(OA). 

L’équation (4.13) s’écrit donc puisque AB = OB - OA 

||/(OB) - /(OA)|| = ||OB - OA|| VA,BeX 

ou encore 

ll/(x)-/(y)|| = ||x-y|| Vx,y G E . 

Cela signifie que / est une isométrie de l’espace vectoriel euclidien E. Or on sait 
que toute isométrie de l’espace vectoriel euclidien E est une application affine de E 
(Th. 2.10). Donc il existe a 6 E et g G C{E) tels que f = a + g. Prenant M = O 
dans (4.15) on a /(O) = 0. Mais g étant linéaire, on a aussi g( 0) = 0. Donc a = 0 et 
f = g. Donc f est linéaire. Alors d’après (4.14), / est affine et sa partie linéaire est 

Montrons maintenant que / est une bijection de X sur X. f étant affine, on sait 
d’après la Prop.4.2 que / est une bijection de X sur X si et seulement si sa partie 
linéaire est une bijection de E sur E. Or la partie linéaire de / est un endomorphisme 
isométrique de E et donc c’est une bijection de E sur E. D’où le résultat.. □ 

4.1.7 Sous-espace affine. 

Proposition 4. 3. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E, Y un 
sous-ensemble de X et F un sous-espace vectoriel de E. Les conditions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) Il existe A G F tel que F — {AM; M G F}. 

(ii) Four tout B G F on a F = {BM; M G F}. 

(iii) Il existe A G F tel que Y = A + F. 

(iv) Pour tout B £ Y on a Y = B + F. 

(v) Y est une orbite de X pour l’action sur X du groupe additif de F obtenue 
par restriction de l’action du groupe additif de E. 

Démonstration. 

(ii) =» (i) est trivial. 

(i) => (ii). Soit B G F. D’après (i), AB G F et AM G F pour tout 
M E Y. Comme F est un sous-espace vectoriel, on a donc BM = AM - AB G F 
pour tout M G F, ce qui montre que {BM; M G V'} C F. Soit maintenant 
t G F. D’après (i), il existe M G F tel que t = AM. Soit N = M + AB. On a 
AN = AM + MN = t + AB G F, donc A G F d’après (i). Or BN = AN -AB = t. 
Donc t G {BM; M G F}. Comme t G F est arbitraire, E C {BM; M G F}, d’où 
l’égalité. 

(i) (iii) et (ii) O (iv). Pour tout point A G A' on a 

A + F = {M G E-, 3t G F, M = A + 1} = {M G E; AM G F}. 
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Donc 

Y = A + F <f> Y = {M G F; AM G F} 

& VM € F, {M € Y & AM G F) 

& F = {AM; M G Y}. 

Cela prouve simultanément (i) (iii) et (ii) <=> (iv) 

(iii) (v). Résulte de la définition de l’orbite par F d’un point A. □ 

Définition 4. 8. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E. Un sous- 
ensemble Y de X est appelé sous-espace affine de X s’il existe un sous-espace vec- 
toriel F vérifiant les conditions équivalentes de la Proposition 4.3. Le sous-espace 
vectoriel F (qui est unique d’après la Proposition 4-3) est appelé direction du sous- 
espace affine Y de X. 


4.2 Barycentre. 


4.2.1 Définition du barycentre. 


Proposition 4. 4. Soit X un espace affine, 0 un point de X pris comme origine, 
Ai,... ,A n des points de X et Ai, . . . , A n G K des scalaires tels que E"=i U ^ 0. 

(i) Soit G le point de X tel que 


OG = 


ELi 

DU * 


G ne dépend pas du point O utilisé comme origine, 
(ii) G est le seul point de X tel que 


(4.16) 


n 

^A,GAi = 0. (4.17) 

t=i 

Démonstration . 

(i) Notons S = ET=i -V Si O' est un autre point pris comme origine et si G" est 
le point défini par O'G' = EUi U O' Ai, on aura 


1 1 

O'G' =-V A, (O'O + OA;) = O'O + - V A, O Ai = O'O + OG = O'G 

O *3 

«=i i—i 

donc G — G'. 

(ii) Il suffit de noter que pour un point M G X quelconque, on a 


n 

^AiMAi = 

i=i 


^2 A ; (OAi — OM) 

1=1 

n 

^2 Ai O Ai — S OM 

i=i 

S OG — S OM 
S (OG - OM) 
5MG. 


□ 

Définition 4. 9. Le point G défini par (4-16) est appelé le barycentre des points 
Ai,... ,A n affectés des poids A 1} . . . , A n tels que DU 7 ^ 0- 
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Remarque. On ne change pas le bary centre G en multipliant tous les poids par 
un même facteur constant o / 0. En particulier, divisant chaque A,- par la somme 
des poids S = A »i 011 est ramené au cas où A,- - 1. Dans la suite, on 

supposera le plus souvent que XwLi A» = 1. Lorsque tous les poids sont égaux, on 
dit que G est l’isobary centre de points A y , . . . , A n . 

Exemple. Soient A, B deux points de X. L’ensemble des barycentres des points A 
et B affectés des poids A et 1 - A respectivement, avec 0 < A ^ 1, est appelé le 
segment [A, B). Si O est un point fixé de X . on a donc 

[A, B] = {M e X- 3A,0<A<1, OM = AOA + (1 — A)OB}. 

Proposition 4. 5. Soit X un espace affine associé à l’espace vectoriel E, Ai,... , A r 
des points de X et F = vcct ( A x A 2 , . . . , Aj A„) le sous-espace vectoriel de E en- 
gendré par les vecteurs A x A 2 , . . . ,AiA„. Le sous-espace affine Y = A x + F est 
l’ensemble de tous les barycentres formés avec les points Ai,... , A n . 

Démonstration. 

Par définition de Y, un point M de A' appartient à Y si et seulement si il existe des 
scalaires A 2 , . . . , A„ tel que AiM = £”=2 A, Ai Ai. Mais en posant A, = 1 - £?=2 A,-, 
cela équivaut à dire que AjM = YJU A i A i> i e • M est ,e barycentre des points 
A t , . . . ,A n affectés des poids Ai , . . . , A n . D 

4.2.2 Associativité des barycentres. 

Théorème 4. 2. Soit G le barycentre des points Ai,... ,A n affectés des poids 
Ai,... ,A n tels que ]>Z"=i K î 0. Soit q tel que 1 < q < p et Ylï=i A > ^ 
désigne le barycentre. des points Ai,... , A u affectés des poids Ai,... ,A f/ , alors G 
est le barycentre des points G 1 , A,^ i, . . . , A n affectes des poids A, Ag+j, • • • , A n , avec 
A = A, . 

Démonstration. 

Soit O est un point de X fixé, S = A,- et A — Yli=i A >- O 11 a: 

n 

SOG - ]TA. ( OAi 

i= 1 

< 1 n 

= A,° A i + ]T A, O A; 

t=l i=9+1 

n 

= AOG'-f XiOAi 

i=q + 1 

d’où le résultat puisque S — A + , A, . 

4.2.3 Image du barycentre par une application affine. 

Théorème 4. 3. Soit X un espace affine et f : X -> X une application affine. 
Soit C, le barycentre des points A u ... ,A n affectés des poids Aj,... ,A„ tels que 
S = ]T'* =1 A,- f- 0. Alors f(G) est le barycentre des points f{A y ), . . . , f(A n ) affectés 
des poids A x , . . - , A „. 
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Démonstration. 

On peut supposer S = 1. Si O est un point de X fixé, on a OG = y^ l -_ l A, OAi. 
Comme / est affine, il existe g Ç C(E) telle que 

f(M) = f(0 ) + j(OM) VM 6 X. 


Alors 


donc 


f(G) = f(0) + g 



/(0) + £ A ‘<7( °Ai) 

t=l 


n 


n 


/(G) - /(O) = ^ Aj s (OAi) = £ A < (/(A) - /(O)) 

«=1 t=l 


ou encore 

n 

f(0)f(G) = £>f(0)f(A,). 

t=l 

Cela signifie que f(G) est le barycentre des points /(Ai),... y f(A n ) affectés des 
poids Ai,... ,A n . G 


Exemple. L’image par une application affine / d’un segment [A, B] est le segment 


4.2.4 Applications. 

Isobary centre des sommets d’un triangle. 

Soient A, B, C les 3 sommets d’un triangle. Soit II le barycentre des points B, C 
affectés des poids 1,1. L’isobarycentre G des points A, B,C affectés des poids 1, 1, 1 
est aussi le barycentre de II et A affectés respectivement des poids 2 et 1. Le point 
H est le milieu du segment [B,C]. La droite AU est la médiane du triangle issue 
de A. Le point G vérifie GA + 2GH = 0, i.e. GA = — 2GH, donc AG = §AH. 
Permutant circulai rement le rôle des points A, B , C, on voit que G est le point de 
concours des 3 médianes du triangle, et est situé ”au § de leur longueur”. Dans le 
cas particulier où le triangle est équilatéral, chaque médiane est aussi la médiatrice 
du segment correspondant et donc la hauteur issue du sommet opposé. 

Isobarycentre des sommets d’un tétraèdre régulier. 


Soient A, B,C,D les 4 sommets d’un tétraèdre régulier, i.e. dont les faces sont 
des triangles équilatéraux (voir Fig. 4.1). Soient H, K les milieux des segments 
[C, D], [B, C ] respectivement. L’isobarycentre G' des points B, C, D est le point d’in- 
tersection des droites BII et DI<. Nous allons d’abord constater que la droite AG' 
est perpendicidaire au plan BC D. 

L’ensemble des points M € R :i qui sont équidistants de deux points fixés P, Q 
est un plan perpendiculaire au segment [ PQ ] en son milieu /, appelé plan médiateur 
de [P, Q]. On a en effet 
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A 



FlG. 4.1: lsobarycentre des sommets du tétraèdre régulier. 


||MP|| 2 = ||MQ|| 2 


4» ||MI + IP|| 2 = ||MI + IQ|| 2 
4» (MI|IP) = (MI|IQ) 

4» (MI|IP) = (MI| — IP) 

^ (MI|IP) = 0 


d’où le résultat puisque IP est uii vecteur directeur de la droite PQ. 

Le plan médiateur de [G\ D\ est le plan ABU. Tout vecteur de ce plan est donc 
perpendiculaire à la droite CD. De même, le plan médiateur de [ B,C ] est le plan 
ADI\ et tout vecteur de ce plan est perpendiculaire à la droite BC. L’intersection 
de plans AB H et AD I< contient les points A et G', donc c’est la droite AG'. Ainsi le 
vecteur AG ; est orthogonal au vecteur BC et au vecteur CD. Il est donc orthogonal 
au plan BCD. 

Maintenant, l’isobary centre G des 4 points A, B,C, D est le barycentre du point 
G' affecté du poids 3 et du point A affecté du poids 1. Le point G vérifie 
GA + 3GG' = 0, i.c. GA = — 3GG'. Permutant circulairement le rôle des points 
A, B, C, D on voit que G est le point de concours des 4 hauteurs du tétraèdre, et est 
situé ” au | de leur longueur”. 


lsobarycentre des sommets d’un carré. 

Soient A, B , (7, D les 4 sommets d’un carré. L’isobarycentre des points A, B, C, D 
est le centre O du carré puisque OC = — OA,OD = — OB implique 

OA + OB + OC + OD = 0. 


4.2.5 Parties convexes. 

Définition 4. 10. Soit X un espace affine. Une partie Y de X est dite convexe si 
pour tous A, B e Y le segment [A, B] est inclus dans Y. 

Proposition 4. 6. Une partie Y d’un espace affine X est convexe si et seulement 
si tout barycentre de points de Y avec des poids $5 0 appartient à Y. 
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Démonstration. 

Condition nécessaire. Supposons Y convexe, et soit G le barycentre d’une fa- 
mille de points Ai,... ,A n de Y affectés des poids Aj,... ,A n avec A, ^ 0 Vt et 
Ai ^ 0. On peut supposer K = 1 et A, > 0 Vt . Si O est un point de X 
fixé, on a donc OG = A,OAj. Si n = 2, G E Y par définition de la convexité. 

On raisonne maintenant par récurrence sur n en supposant le résultat vrai pour 
le niveau n = p. Pour n = p + 1, on aura 

p+i p 

OG = ^ A f - O Ai — ^ ' A,OAj + A p+ iOA p+ x = AOG p + (1 — A)OA p +i 

«=i t=i 

où Gp désigne le barycentre des points A i, . . . , A p affectés des poids Ai , . . . , A p avec 
A = 5^i_| A,-. D’après l’hypothèse de récurrence, G p E Y. Comme 0 ^ A ^ 1, 
G E [G p , Ap+i], donc G E Y par convexité de Y. 

Condition suffisante. Immédiate puisque la convexité correspond au cas particulier 
de deux points. □ 

Corollaire. Pour toute partie Y de X , l’ensemble de tous les barycentres de points 
de Y avec des poids ^ 0 est le plus petit ensemble convexe contenant Y. On l’appelle 
enveloppe convexe de Y. 

Démonstration. 

Soit C l’ensemble de tous les barycentres de points de Y avec des poids ^ 0, 
i.e. l’ensemble des points M E X pour lesquel il existe n E N, n ^ 2, des points 
Ai,-* - ,A n € Y , et des poids Ai,-- - ,A n ^ 0 tels que M soit le barycentre des 
points Ai,-- - ,A n affectés des poids A l} -- - ,A„ ^ 0. D’après la Prop. 4.6, toute 
partie convexe de X contenant Y contient aussi C. Or C est convexe. En effet, si 
M, M' E C, O 6 X étant fixé, on peut supposer, quitte à rajouter éventuellement des 
poids nuis, que l’on a avec le même n OM = Yli=i KO Ai et OM' = K 
où Ai E Y , A,, A' ^ 0 Vi, £”=1 > 0, K > 0. Alors pour 0 ^ A ^ 1, 

AOM + (1 - A)OM' = X)r=i(AAi + (1 - A)A')OA; avec 

n n n 

£(AAi + (1 - A)AJ) = A(£ A f ) + (1 - A) £ A' > 0. 

i=l «=1 «=1 

donc [M, M'] C C. Ainsi C est convexe, et donc c’est la plus petite partie convexe 
contenant Y. □ 

4.2.6 Points extrcmaux d’une partie convexe. 

Définition 4. 11. Soit. X un espace affine et Y une partie convexe de X. Un point 
A E Y est dit extrêmal s’il n’existe aucun segment ouvert de X contenant A, i.e. si 
A n’est pas barycentre de 2 points distincts P,Q E Y, P ^ Q avec des poids A, 1 - A 
et 0 < A < 1 . 

Exemples. 

(i) Soit A une droite affine du plan affine euclidien E. Si l’on introduit un repère 
affine (O, (ei,e 2 )), il existe u,v,w E R tels que A a pour équation <p(M) = 0, en 
notant <p(M) = ux + vy + w où (x, y) sont les coordonnées du point M. A définit 
deux demi-plans {M ; <p(M) ^ 0} et {M ; <p(M) ^ 0}. II est immédiat que chacun 
de ces demi-plans est convexe. 
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Soient maintenant deux droites affines Ai et A 2 concourantes distinctes, et A leur 
point d’intersection. Les équations de Ai et A 2 sont respectivement 
tpJM) = 0 et cp 2 (M) = 0, avec <p x (M) = «i* + v x y + ti», et ip 2 {M) = u 2 x + v 2 y + w 2 
(u\,vi,wi,u 2 ,v 2 ,w 2 e R). Considérons l’intersection C de deux demi-plans 11, et 
H 2 définis respectivement par A, et A 2 . On peut supposer (quitte à changer éven- 
tuellement (fi en —ifii si besoin pour i = 1 et/ou i = 2) IL = {M € E ; tfi(M) ^ 0} 
V i = 1,2. Comme C est l’intersection de deux convexes, C est convexe. Nous allons 
voir que A est l’unique point extrêmal de C (voir Fig. 4.2). 

Vérifions que A est un point extrêmal de C. On a déjà A € C. Si A n’était pas 
un point extrêmal de C , il existerait deux points distincts P,Q G C et A €]0,1[ tels 
que OA = AOP + (1 — A)OQ ou encore en notant ( xm,i/m ) les coordonnées d un 
point M : = Xx P + (1 - A)*q, y A = Xy P + (1 - X)y Q . Alors pour i = 1,2 on a 

U{Xa + ViVA + w i — X(uiXp + Viyp + Wi) + (1 — A )(uiXQ + Viyç + Wi),i.e. 


<fi(A) = Xifi(P) + (1 — A)v>;(<2). 


(4-18) 


Puisque A e A, on a y?i(A) = 0. Mais P, Q G n, donc v»<(P),V>i(Q) ^ °; Comme 
0 < A < 1, la condition (4.18) implique donc <pi(P) = w(Q) = 0- 0n obtient ainsi 
L Ç G Al n A 2 = {A} ce qui est contradictoire car P et Q sont distincts. Donc A 
est un point extrêmal de C. 

Montrons maintenant qu’un point B € C distinct de A n’est pas un point extro 
mal de C. 3 cas sont possibles : 

• tp x (B) > 0 ,<p 2 (B) > 0: Comme tp x et <p 2 sont des fonctions continues du couple 
(x,y) des coordonnées de M, il existe n,r 2 > 0 tels que ||BM|| < n implique 
cpj M) > 0 et ||BM|| < r 2 implique <p 2 (M) > 0. Soit r = inf (r,,r 2 ). Alors quel que 
soit le vecteur normé u, les deux points P = B + \ u et Q = B - § u appartiennent 
à C. Or B est le milieu du segment [P, Q] donc B n’est pas un point extrêmal de C. 

• (p x (H) > 0 ,<f 2 (B) = 0: il existe r, tel que ||BM|| < ri implique <p x (M) > 0. Alors 
si u 2 désigne un vecteur directeur normé de A 2 , les deux points P = B + u 2 et 
Q = B ~rx u 2 appartiennent à C. Or B est le milieu du segment [P, Q } donc B n’est 

pas un point extrêmal de C. 

• (fi (B) = Q,(f 2 (B) > 0: analogue au cas précédent. 
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(ii) Soit P un polygone convexe à n côtes, et A 0 ,Ai,--- ,A n ~ \ ses sommets. 
P est l’intersection de n demi-plans IIo, FIi , • * * , Il n -i définis respectivement par 
les droites affines A 0 , A,,- • • , A n _i passant par les couples de sommets consécutifs 
{A 0 ,A t },--- ,{/l n — ,,/!(,} respectivement: 


n— 1 


p=nn. 


i=0 


Considérons le point A 0 de P. C’est d’après l’exemple (i) un point extrêmal de 
n 0 nn,. Donc c’est a fortiori un point extrêmal de P. De même Ai, ■ ■ ■ , A n -i sont 
des points extrêmaux de P. Tous les sommets de P sont donc des points extrêmaux 
de P. Comme dans l’exemple (ii), on pourrait démontrer, mais nous ne le ferons 
pas, qu’un point de P qui n’est pas un sommet n’est pas extrêmal. On conclut donc 
que l’ensemble des points extrêmaux de P est l’ensemble Ao, A i,--- ,A n - 1 de ses 
sommets. 

(iii) Soit E un plan affine de l’espace affine euclidien à 3 dimensions. Si l’on 
introduit un repère affine (O, (ei, e 2 , e 3 )), il existe u,v,w,t (E K tels que E a pour 
équation <p(M) = 0, en notant ip(M) = ux + vy + wz + toii ( x,y,z ) sont les coordon- 
nées du point M. E définit deux demi-espaces {M ; <p(M) ^ 0} et {M ; <p(M) ^ 0). 
Il est immédiat que chacun de ces demi-espaces est convexe. 

Soient Ej, E 2 , E 3 3 plans affines 2 à 2 non parallèles de l’espace affine euclidien à 3 
dimensions. L’ équation de E, (1 $ i ^ 3) est <pi(M) = 0, avec 

ifi(M) = UiX + t \y + W{Z + t., , € K). Soient Ai = Ei n E 2 , 

A 2 = E 2 n E 3 ,A 3 = E 3 n El . On suppose Ai,A 2 ,A 3 concourantes en un point 
A. Considérons l’intersection C de 3 demi-espaces définis respectivement 

par Ei ,E 2 et E 3 . On peut supposer (quitter à changer éventuellement <p, en —<pi si 
besoin pour i = 1 et/ou i = 2 et/ou 1 = 3) = {M € E ; « pi(M ) ^ 0} Vz 1 ^ i ^ 3. 

Comme C est une intersection de convexes, C est convexe. En reprenant exacte- 
ment la même raisonnement que dans l’exemple (i) mais avec 3 composantes pour 
les vecteurs, on verrait que A est un point extrêmal de C. On verrait également de 
même que A est l’unique point extrêmal de C. 

(iv) On appelle polyèdre convexe de l’espace affine euclidien à 3 dimensions toute 
partie A non vide qui est l’intersection d’une suite finie de demi-espaces 3>i, • • - , 
définis respectivement par des plans affines Ei, • • • , E p (p ^ 4) : 

a = n • 

j=i 


Les faces de A sont les intersections de A avec les divers plans. Les intersections de 
2 ( resp : au moins 3) faces sont les arêtes ( resp : sommets) de A. Les faces sont 
des polygones convexes. D’après l’exemple (iii), les sommets de A sont des points 
extrêmaux de A. Comme à l’exemple (ii), on pourrait démontrer, mais nous ne le 
ferons pas, que ce sont les seuls points extrêmaux de A. 

Proposition 4. 7. Soit X un espace affine et f : X —ï X une application affine 
bijective. Soit C une partie convexe de X et Extr(C) l’ensemble de ses points ex- 
trêmaux. Si f(C) = C , alors f(Extr(C)) = Extr(C). 
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Démonstration. 

On peut supposer Extr(C ) ^ 0. Soit P G Extr(C), et P' = /(/’). Si 
P' 0 Extr(C), P 1 serait barycentre de deux points distincts A', B' G C avec des 
coefficients A et 1 - A (A G]0, 1[). Comme f(C ) = C , et que / est une bijcction, 
on a aussi / -1 (C) = C. Or on sait que l’appiication réciproque d’une application 
affine bijectiveest affine. Donc f~ x est affine. Par conséquent P = f~ l (P') serait le 
barycentre des deux points distincts A = f~ l (A'), B = f~ 1 (B') G C avec les mêmes 
poids A et 1 — A. Cela n’est pas possible puisque P est un point extrêmal de C. 
Donc P' G Extr(C). P G Extr(C) étant arbitraire, f(Extr(C )) C Extr(C). Main- 
tenant cette inclusion est vraie pour toute bijection affine / de E laissant stable C. 
Donc aussi en particulier pour / -1 . Cela donne f~ l (Extr(C)) C Extr(C) d’où, en 
composant par /, Extr(C ) C f(Extr(C)). c 

Signalons enfin le Théorème suivant (voir [17] Th. 10.4 ou [3] Chap. 2, par. 7, 
Th. 1 p. 107). 

Théorème 4. 4 (Krein-Milman). Soit X un espace affine euclidien et Y une 
partie convexe compacte non vide de E. Alors 

(i) L’ensemble des points extrêmaux de Y est non vide: Ext.r(Y) ^ 0; 

(n) Y est la fermeture de l’enveloppe convexe de l’ensemble de scs points extrêmaux. 

L’hypothèse sur X faite ici est une simplification, car le Th. de Krein-Milman 
est valable pour des espaces plus généraux. 


4.3 Centre de gravité des solides. 

Dans cette section, on prend pour X un espace affine euclidien de dimension 
3, muni d’un repère affine orthonormé (O, (e! , e 2 , e 3 )). Si un point M G X a pour 
coordonnées ( x,y,z ), OM = x ej + ye 2 + z e 3 . On identifie l’ensemble X à l’espace 

vectoriel euclidien R 3 en identifiant M 6 X ou le vecteur OM au vecteur G R 3 . 


4.3.1 Longueur d’un arc. 

Arc géométrique de classe C 1 . 

Un arc paramétre de classe C 1 est un couple (/, 7), où 1 est un intervalle de R 
et 7 : t ^ y(t) une application de classe C 1 de I dans R 3 . Deux arcs paramétrés 
de classe C 1 (/, 7) et (J, A) sont dits équivalents s’il existe un C^difféomorphisme 
ip : F -ï J, i.c. une application bijective, dérivable à dérivée continue et telle que 
ip'(t ) ^ 0 Vf G /, vérifiant 

7 = A o <p (4-19) 

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des arcs paramétrés de 
classe 6". Une classe d’équivalence est appelée arc géométrique de classe C 1 . Etant 
donné un arc géométrique représenté par l’arc paramétré (/, 7), tout autre arc pa- 
ramétré équivalent est encore appelé paramétrage admissible de l’arc. Tous les para- 
métrages admissibles ont la même image, appelée support de l’arc géométrique. En 
imposant dans (4.19) la condition <p'{t) > 0 au lieu de ip'(t) ± 0 on obtient la notion 
d’arc géométrique orienté et de paramétrage admissible de l’arc orienté. 
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Longueur d’un arc. 

Soit ([a, 6], 7) un arc paramétré de classe C l avec a, b G K, a < b. La longueur L 
de l’arc est définie par 



/x(t)\ 

si Ut) = ( y(t) ] . L ne dépend que de l’arc géométrique et non du paramétrage 

VW 

admissible utilisé. En effet, soit (J, A) un autre paramétrage admissible vérifiant 
(4.19). J = <^([a, 6]) est un intervalle fermé de la forme [c, d], c, d G R, c < d. Comme 
ip'(t) ^ 0 Vf G [a, 6], garde un signe constant sur [a, 6]. Soit e = ±1 le signe de (p '. 
Alors 


= f h\t)\\dt= [ b \\X(<p(tWmdt= /V(rtO)llk> , (OI* 

J a J a «/a 

= eJ L \\\'( v (t))\\ v '(t)it = \\\'(u)\\du. 


Abscisse curviligne. 

L’application 

t ^ 8 (t) = J ||'/(v)||<fo 

est dérivable sur [a, 6], de dérivée s'(t) = ||7 / (t)||, donc c’est une application crois- 
sante de [0,6] sur [s(a),s(6)]. Si l’arc est sans points stationnaires, i.e. 
7 '(f) -f 0 Vf. G [0,6], on a s’(t) > 0 Vf G [a, 6]. Dans ce cas, l’application t s(t) de 
[a,ù] sur [s(a),s(6)] est un C’-difféomorphisme croissant. Si l’on désigne alors par 
ip : s t(s ) l’application réciproque, et si l’on pose A = 7 o ([s(a), s(6)], A) est 

un paramétrage admissible de l’arc géométrique orienté. O11 dit que s est l’abscisse 
curviligne de l’arc orienté. 

ds = ||t , (<)|| di est appelé élément de longueur. 


4.3.2 Aire d’un compact d’une nappe. 

Nappe géométrique de classe C 1 . 

Une nappe paramétrée de classe C 1 est un couple (U, /), où U est un ouvert 
connexe (i.e. qui n’est pas réunion de deux ouverts disjoints non vides) de IR 2 et 
/ : (iti,?i 2 ) ^ f( u U u 2) une application de classe C 1 (i.e. continue dans U et 
ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues dans U) de U dans R*. Deux 
nappes paramétrées de classe C 1 (U, f) et (V,g) sont dites équivalentes s’il existe un 
C'-difféomorphisme <p : U — > V , (i.e. une application 

p : (ui,ti 2 ) *-> (v?i(ui, 1*2), ^2(1*1 >1*2)) de U sur V qui soit bijective, continue et 
à dérivées partielles d’ordre 1 continues, et telle que le Jacobien 

dvi dVi 

JM= Ê& |S 

Oui 9u2 
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ne s’annule pas dans U) vérifiant la relation 

f = 9° if (4.21) 

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des nappes paramétrées 
de classe C l . Une classe d’équivalence est appelée nappe géométrique de classe C l . 
Etant donnée une nappe géométrique représentée par la nappe paramétrée (f/,/), 
toute autre nappe paramétrée équivalente est encore appelée paramétrage admissible 
de la nappe. Tous les paramétrages admissibles ont la même image, appelée support 
de la nappe. 

La nappe (U, f) est dite injective si l’application / est injective. 


Aire d’un morceau de nappe. 

On considère une nappe paramétrée ( U,f ) et un morceau E obtenu en restrei- 
gnant le paramétrage à un sous-ensemble S de U (i.e. E = f(S)) avec soit S compact, 
soit S ouvert d’adhérence compacte. L’aire de E est définie par 


a(S) = JJ 


S II 9ui du 2 


du\du 2 . 


Cela ne dépend pas du paramétrage admissible utilisé pour la nappe géométrique. En 
effet, si (V,g) est un autre paramétrage admissible, il existe un C^-difféomorphisme 
ip : (ui,u 2 ) ip(ui,u 2 ) = {<p\(ui,u 2 ),tp 2 (ui,u 2 )) de U sur V tel que / = g o <p. On 
a alors en notant et les dérivées partielles de g(v lt v 2 ) pour (iq,^) € V 

dg 


3 I)1 M “”“ 2)) ^ + Z MU " U2)) 

d 9 , ./ . xx . d 9 , ./. . xx dl P2 


donc 


On a ainsi 


du\ 

df_ 

du 2 

A A Z Mu " U2)) m ■ 


u 9 , , S \ ,vg uip 2 


IJ S du ' du 2 = //Jlë w “ 1 ’ ! ‘ 2))A ^ (y,(ul ’ u2)) 


|J(<*?)| du\du 2 


■II. 


9g A dg 


dv 2 


dv i dv 2 


d’après la formule c 

do = ||lfr A S 


V (s) Il dvi 

e changement de variables dans les intégrales doubles. 
du\du 2 est appelé élément d’aire. 

Exemple. La nappe paramétrée (U, f) définie par U — R 2 et 

( R sin u\ cos u 2 
R sin ui sin u 2 
R cos u i 

avec R > 0 a pour support la sphère de rayon R. Cette nappe n’est pas injective. Si 
l’on restreint le paramétrage à l’ouvert 


{(u u u 2 ) €]0,tt[ x]0,2tt[}, 
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on obtient une nappe injective dont le support est la sphère privée du "demi-grand 
cercle” £ défini par tt, G [0. 7r],u 2 — 0. L’élément d’aire est dcr = R 2 sin u\ du t du 2 , 
et E est d’aire nulle. L’aire a de la sphère est donc l’aire de la nappe injective: 

a= R 7 sin ui du\ / du 2 = Air R 2 . 

J o J o 

4.3.3 Centre de gravité d’un solide. 

Solide. 

Soit E une partie compacte de R 3 portant une répartition de masses. Nous dirons 
que E est, un solide. Nous nous limitons aux cas suivants: 

1. E est fini: E est formé d’un ensemble fini de points .Ai,... ,A n affectés des 
masses m i, . . . ,m n , Xwli m « 7 ^ 0 - 

2. E est continu et de l’un des types suivants : 

(i) E est linéique , i.e. est le support d’un arc paramétré ([a, h], 7 ) de classe C 1 
avec des masses réparties suivant une densité linéique de masses qui est une fonction 
continue g : [a, 6] — > R, 

(ii) E est surfacique , i.e. est le support d’un morceau compact d’une nappe 
paramétrée (U, f) de classe C 1 : E = /(A ), K compact de U, avec des masses 
réparties suivant une densité surfacique de masses qui est une fonction continue 

q : K — t R, 

(iii) E est volumique , i.e. est l’adhérence d’un ouvert borné connexe de R 3 , avec 
des masses réparties suivant une densité volumique de masses qui est une fonction 
continue g : E — » R, 

Si F est une fonction continue sur E, nous définirons le symbole 
f E F(A) drn(A) (ou simplement f E F dm s’il n’y a pas de confusion) comme étant : 

• 5Z"=i wiiF(A t ) si E est fini; 

• la ^(7(0) IIYCOII dt si S est linéique; 

• ff K F (f( u i> u 2))ff(ui>«2)ll!£A J^j| du\du 2 si E est surfacique; 

• JT-f £ F(æ, ?/, z) g(x, y, z ) dx dydz si E est volumique. 

La masse m(E) est définie comme étant m(£) = f E 1 dm(A). On la suppose ^ 0. E 
est dit homogène si la densité (linéique, surfacique ou volumique) est une constante. 

Définition du centre de gravité. 

Proposition 4. 8. Soit O un point de R 3 pris comme origine. 

(i) Soit G le point de R 3 tel que 

OG = — ]— f OA drri(A) . (4.22) 

m (£) Jt. 

G ne dépend pas du point O utilisé comme origine. 

(ii) G est le seul point de R 3 tel que 

J GAdm(A) = 0. (4.23) 
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Démonstration. 

(i) Si O' est un autre point, pris comme origine et si G' est le point défini par 
O'G' = J E O'A dm(A), on aura 


O'G' = — f (O'O + OA )dm{A) 
m (E-) Je 

= -C- f / OA dm(A) 

m(E) ./ E m(E) ,/ E 

= O'O + OG 


donc G = G'. 

(ii) Il suffit de noter que pour un point M € R 3 quelconque, on a 


J MA dm(A) = J {OA - OM) dm(A) 


■L 


OA dm{A ) — m(E) OM 


to(E)(OG — OM) 
ra(E) MG. 


□ 


Définition 4. 12. Le point G défini par (f.22) est appelé le centre de gravité du 
solide E. 

Lorsque E est fini, on retrouve la définition du baryccntre. 


Exemple: centre de gravité d’une plaque plane homogène triangulaire. 

Soit une plaque plane homogène triangulaire ABC. Considérons la nappe injec- 
ti ve{(J,f) avec U = R 2 et f{u\,uf) = OA+ujAB+u 2 AC ( O est l’origine canonique 
de R 3 ). L’élément, d’aire est du — ||AB A AC|| du\du 2 - La plaque peut être consi- 
dérée comme le morceau compact E de la nappe injective {U, f) correspondant, au 
sous-ensemble compact 

5={(w,,W 2)€[0,1] x [0,l];0^ti,+ua<l}Ctf. 

La densité surfacique g étant constante, le centre de gravité G est défini (en prenant 
comme nouvelle origine A) par 

AG = * [ [ (rq AB + w 2 AC) da. 

JJs d(T JJ s 

Or en notant, pour simplifier a = ||AB A AC|| , on obtient : 

//.* = 
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et 


JJ («,AB+ti 2 AC )dcr 


ni 

= a dui / (uj AB + « 2 AC) du 2 

J o J o 

= a J ^tq(l — îij)AB + - — ^ ^ AC^ dui 

(l-«i ) 31 ’ 


= a 


= ^(AB + AC). 

b 


u'f u'I 


3 


AB + 


J o 


6 


J o 


1 2 
AG = -(AB + AC) = -AH 

O 

puisque ±(AB + AC) = AH en notant II le milieu du segment [BC]. Ainsi C est 
situé au | de la médiane et est donc l’isobarycentre des points A , B, C. 


Les propriétés du centre de gravité sont analogues à celles du baryccntre, les 
démonstrations consistant essentiellement, à remplacer ^%OAi par O A dm. 

En particulier l’analogue de la propriété d’associativité des barycentres (Th.4.2) est : 

Théorème 4. 5. Soit E une partie, compacte de R : ' portant une répartition de 
niasses. On suppose que E est réunion de deux compacts Ei et E 2 tels que 
m( Ei fl E 2 ) = 0. Si Ci (i = 1,2) désigne le centre de gravité de E,, le centre de 
gravité de E est le barycentre de (7, et G 2 affectés des masses respectives m(Ei) et 
m(E 2 ). 


4.4 Exercices. 

Exercice 4.1. 

(i) Soit P un polynôme à coefficients complexes. Montrer que l’ensemble des 
zéros du polynôme dérive P 1 est contenu dans l’enveloppe convexe de l’ensemble des 
zéros de P. 

(ii) En déduire que le polynôme 1 + X + aX n , où n G N, n ^ 2, a C C, possède 
toujours au moins un zéro de module ^ 2. 

Indication. 

(i) Introduire les zéros distincts c*i , . . . , ce r de P avec leurs multiplicités . . . , k r , 
et considérer 

Exercice 4.2. 

Soit E = R n [À'] l’espace vectoriel de polynômes de degré < n à coefficients réels, 
et Y = {P e E; P( 0) = 1, P( 1) = 0}. Montrer que Y est un sous-espace affine de 
E et donner une base de sa direction. 

Exercice 4.3. 

Soient A,B,C 3 points non alignés du plan affine. Quel est le lieu des points D 
du plan ayant la propriété suivante: si 11 (resp. K) désigne l’isobarycentre des 3 
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points A, B, D (resp. A , C, D), et G désigne l’isobarycentre des 4 points A,B,C, D , 
alors G est sur la droite passant par U et K'! 

Indication. 

Prenons comme repère affine (A, (AB, AC)). G appartient à la droite II K si 
et seulement si il existe A € K tel que AG = AAH + (1 — A) AK. Si l’on pose 
AD = xAB + y AC, cela s’écrit : 

7(AB + AC + AD) = ^(AB + AD) + ^-^(AC + AD) 

4 S o 

i. c. 

^((1 + i)AB + (1 + y)AC) = i((s + A)AB + {y + 1 - A)AC) 

ou encore 



Le lieu de D est donc défini par x + y = 2. On a 

AD = xAB + (2 - x)AC = 2AC - xBC, 

donc le lieu est la droite de vecteur directeur BC passant par le point M tel que 
AM = 2AC. Dans le cas particulier où A , B,C sont 3 sommets d’un rectangle, le 
lieu de D est la parallèle à la diagonale BC passant par le quatrième sommet du 
rectangle. 

Exercice 4.4. 

Dans l’espace affine euclidien R n , soit B = {M ; ||OM|| ^ 1} la boule unité 
fermée de centre O. Montrer que l’ensemble des points extrêmaux de B est la sphère 
S = {M ; ||OM|| = 1} de centre O. 

Indication. 

Montrons d’abord que tout point de S est un point extrêmal de B. Soit M 6 S. 
Si M n’était pas un point extrêmal de B , il existerait deux points distincts P,Q G B 
et A €]0, 1[ tels que OM = AOP + (1 - A)OQ. On aurait alors 

||OM|| 2 = A 2 1| OP || 2 + (1 - A) 2 ||OQ|| 2 + 2A(1 - A)(OP|OQ). 

Or ||OP|| ^ 1, ||OQ|| ^ 1, et (OP|OQ) ||OP||||OQ|| < 1 (inégalité de Cauchy- 
Schwarz). Si l’une de ces 3 inégalités était stricte, on aurait 

||OM|| 2 < A 2 + (1 - A) 2 + 2A(1 - A) = (A + (1 - A)) 2 = 1 , 

en contradiction avec ||OM|| 2 = 1. Donc j|OP|| = 1, ||OQ|| = 1 et 

(OP|OQ) = 1. Mais alors 

||OQ - OP|| 2 = ||OP|| 2 + || OQ || 2 - 2(OP|OQ) = 0, 

ce qui est absurde puisque P ^Q. Donc M est un point extrêmal de B. Cela prouve 
que S C Extr(B). Par ailleurs, si M est un point de B \ S y on a r = ||OM|| < 1, et 
les deux points P , Q de B définis par OP = (l + ^ L ) OM et OQ = (l — ^f) OM 
ont pour milieu M, donc M n’est pas un point extrêmal de B. Cela prouve que 
Extr(B) C S. D’où finalement Extr(B) = S. 



Chapitre 5 

Groupes de symétries 


5.1 Compléments sur le groupe symétrique S n . 

5.1.1 Décomposition en cycles disjoints. 

Théorème 5. 1. Toute ■permutation a € S n se décompose en un produit de cycles 
disjoints. Cette décomposition est unique (à Tordre près des cycles, car des cycles 
disjoints commutent entre eux). 

Démonstration. 

Existence. Soit G = (<r) = {/, cr, le sous-groupe de S n engendré 

par cr, k désignant l’ordre de o dans S n . L’action naturelle de S n sur A' = {!>••• 5 n } 
dorme par restriction à G une action de G sur X. L’orbite d’un élément, i 6 A sous 
l’action de G est 

0{i) = 

Mais il faut noter que les éléments i,o(i),... ,cr k ~ l (i) ne sont pas nécessairement 
deux-à-deux distincts. Soit p, le plus petit entier p > 0 tel que cr p (i) = i ■ Alors les 
éléments i, a(i), ... , o p '~ x (i) sont deux-à-deux distincts, donc l’orbite O(i) est formé 
de ces p; éléments : 

0{i) = ,o- p,_1 (i)}. 

La restriction de a à l’orbite 0(i) est le p^-cyclc Cj = (i,a(i),. . . ,o- p '~ 1 (i)). 

Maintenant, X est la réunion disjointe des différentes orbites sous l’action de G : 

X = C?(i,)U...UO(i») 

= {ii,<r(ti),... U ... U 

lien résulte que a est le produit des différents cycles obtenus par restriction à chaque 
orbite : 


a = (*i,<r(*i),... ,a p *>- 1 (i 1 ))...(ï a ,<r(i s ),... ,<r pi ‘ '(*.)) 

= Ci, . . . c tj . 

On notera que la décomposition ci-dessus peut comporter des 1-cycles, correspon- 
dant à des orbites triviales (i.e. réduites à un point). 

Unicité. Soit a = T X T 2 ...T r une décomposition quelconque de a en cycles disjoints. 
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Dans cette décomposition, les éventuels 1-cycles sont écrits. Pour 1 ^ j ^ r, t 3 est 
de la forme 

Tj = («j, O-(Oj)» • • - X J_1 (ûi))> 

donc 

0{aj) = {aj,(7(aj),... , d qi ~ 1 (aj)} 

est l’orbite de a 3 sous G. La décomposition de .V en orbites sous G est donc: 

X = ü{a , ) U 0(a 2 ) U ... U Q(a r ). 

On déduit de l’unicité de la décomposition en orbites que r = s et que, à l’ordre 
près, 

£>(«,) = C(ii), 0(a 2 ) = ü(i 2 ) , . . . , Ü(a s ) = Ü(i 3 ). 

Cela implique r, = Ci Vf = 1, ... , s. D 

Exemple. Dans la pratique la décomposition en cycles disjoints s’obtient comme 
dans la démonstration du théorème. Prenons comme exemple la permutation 

A 2 3 4 5 6 7 8 9 10\ 

~ \5 8 6 4 10 1 3 2 7 9 J € " 10 ' 

On commence avec 1 : 1 donne 5, qui donne 10 , qui donne 9, qui donne 7, qui donne 
3, qui donne 6, qui redonne 1, d’où le 7-cycle (1,5,10,9,7,3,6) correspondant à 
l’orbite de 1. On recommence ensuite avec un nombre différent de ceux obtenus, 
par exemple 2, et l’ori obtient de même le 2-cycle (i.e. la transposition) (2,8). On 
termine avec 4 qui donne le 1-cycle (i.e. point fixe) (4). La décomposition de a en 
cycles disjoints est donc 

(1,5, 10, 9, 7, 3. 6)(2, 8)(4) 

On n’écrit en général pas les 1-cycles, de sorte que la décomposition est simplement : 

(1,5,10,9,7,3,6)(2,8). 

Corollaire. Toute permutation cr G S n se décompose en un produit de transposi- 
tions. Ces transpositions ne sont pas nécessairement disjointes, et en conséquence, 
cette décomposition n’est pas nécessairement unique. 

Démonstration. 

Il suffit de remarquer que si cr est un p-cycle quelconque (o],a 2 ,... ,a p ), avec 
une suite 1 ^ ai,a 2 ,. . . ,a p ^ n pas nécessairement croissante, on a 

(a,,a 2) ... ,a p ) = (ai,a p )(ai,a p _i) . . . (a I ,o 3 )(a 1 ,a 2 ) • (5.1) 

Pour la non-unicité, il suffit d’observer que l’on a aussi la décomposition 


(a,,a 2 ,... , a v ) = (a u a 2 )(a 2 , o 3 ) - . . (o P - 2 , a p _i)(a p _,, a p ) . 


(5.2) 
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5.1.2 Homomorphisme signature. 

Définition 5. 1. Soit a € S n . On dit qu’un couple ( i,j ) tel que 
1 ^ i < j ^ n présente une inversion si er(i) > cr(j)', on appelle nombre d’in- 
versions de er l’entier N = card {( i,j ); 1 < »' < J < n ; <r(i) > a(j)}. On appelle 
signature de a le nombre e(o) = (—\) N . 




Proposition 5. 1. (i) e{cr) = IIi*i<y$n 
(U) L’application e : S n — > {-1,-f-l} est un homomorphisme du groupe S n dans 
le groupe multiplicatif { — 1,+1}. 

Démonstration. 

(i) 

n g ü')-*(Q _ 

Considérons le numérateur 

n Mi) - *(*))• 

On a pour 1 ^ i < j ^ n 

cr(j) - a(i) = ±(sup °{j)) ~ inf (cr(i), cr(j))), 

avec le signe + si i et j ne présentent pas une inversion et le signe — sinon. Donc, 
en notant N le nombre d’inversions de a, 

JJ (<r(j) - <r(i)) = ( -1) N JJ (sup(o r (î),o r ( < 7 )) — inf (<r(i),<rO"))) 

1 <*<><*» 

= JJ (sup (c(i), o(j)) — inf (<r(i), <r(i)))- 


Or l’application 


(i,j) (inf (a(0,o’(i))»sup(a(<),<r(j))) 


(5.3) 


est une bijcction de {(i, j); 1 < * < j < n } sur lui-même, Le. pour tout couple (£,m) 
tel que 1 ^ £ < m ^ n il existe un couple unique ( i,j ) tel que 1 ^ i < j ^ n pour 
lequel 

l =inï(o(i),(T(j)) et rn = sup (<r(*),<r(i)). 

En effet, on doit avoir {é, m) = {<x(i), cr(j)} donc a (i) = ( et a(j) = rn 
ou cr(i) = rn et a(j) = £. Il n’y a donc que deux couples susceptibles de convenir : 
(a _l (^), ( 7 -1 (m)) et (<T -1 (m), cr _1 (^)). Il y a bien un et un seul de ces deux couples 
qui est dans l’ordre croissant. 

On a donc 

JJ (sup(cr(i),a(j))-inf(o-(î),cr(j)))= JJ (m - 1) 




et alors 


n °u) - g(o _ (j) wo. g C>)) - j-f ko.^))) _ , r) 
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(ii) On a pour r, cr 6 S„ : 


= n “ 


~ r (° r (0) 


3 ~ 1 


1 

n r \°\J)) ~ 


r W)) ~ r M»)) rr g (i) -*(») . 

„(j) — cr(i) -fl 7 — i 


Or on a 


n 


*(i) - CT (*) 




3 ~ 1 


= e( tT ). 


et d’autre part 

T ( <r (i)) - T (°‘(0) 


n 




°{j) - <r(i) 


n 




n 


r(sup (a(i), <r(j))) - r(inf (a(z), cr(j))) 
sup (a(i), a(j)) - inf (<r(i), <*{j)) 

r(rn) - t{£) 


rn 


-£ 


Donc 


I 

(d’après la bijectivité de l’application (5.3)) 
= e(r). 

e(rcr) =e(T)e(er). 


□ 


5.1.3 Exemples. 

(i) La signature d’une transposition est —1. 

Si a = (1,2), le seul couple (i, j) (1 < i < j < n) présentant une inversion est le 
couple (1,2). Le nombre d’inversions de cr est donc 1 et la signature —1. 

Si cr = ( i,j ) est une transposition quelconque (1 ^ i < j ^ n), on a d’après la 
formule fondamentale (1.9) 

cr = .s(l,2).s- 1 

avec s — (l,i)(2,j), de sorte que e(cr) = e(s)e((l,2))e(s) -1 = e((l,2)) = — 1. 

(ii) La signature d’un p-cycle est (— l) p_1 . 

Si a est le p-cycle (1,2,... , p), on a 

(1>2, ... ,p) = (l,p)(l,p — 1) . . . (1, 3)(1, 2) 
donc e(a) = (— l) p_l . 

Si cr est un p-cycle quelconque (a,,a 2 , . .. ,a p ), avec une suite 
1 ^ ai,a 2 , ■ ■ ■ ,a r n pas nécessairement croissante, on a de même (formule (5.1)) 

(ai, 02 ,... , fl P ) = (ai,fip)(a 1 ,fl,p_i)...(fi 1 ,a; j )(a,,a 2 ) 

donc e(cr) = (— l) p_1 . 

Théorème 5. 2. A n = {cr G S n ; e(cr) = 1} est un sous-groupe distingué de S n . 
Son cardinal est y- 



5.2. GROUPE DIÉDRAL D n , n > 3. 
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Démonstration. 

A n est le noyau de l’homomorphisme signature, donc c’est un sous-groupe distin- 
gué de S n . Par décomposition canonique de l’homomorphisme signature, on obtient 
un isomorphisme du groupe quotient S n / A n sur le groupe multiplicatif {—1,1}, 
donc card(«S n /A n ) = 2 et card(.4„) = y. D 

Définition 5. 2. Le groupe A n s’appelle le groupe alterné d’ordre n. 


5.2 Groupe diédral D rn n ^ 3 . 


Soit, P n un polygone convexe régulier à n côtés (n ^ 3) du plan affine euclidien 
orienté E, O son centre et Ao, . . . , A n _ 1 ses sommets. 

Considérons un repère affine orthonormé direct (0,(e a ,e2)) de E, avec 
OAo = Ae x et la base (ei,e 2 ) de l’espace vectoriel euclidien E 2 de même orien- 
tation que la base (OAojOAj). On peut supposer A = 1. Un point M G E est 
identifié au vecteur OM G E 2 . 

On a 

OA k = /(OAo) VA:, 0 s$ k ^ n - 1 

en notant r la rotation d’angle ^ dont la matrice dans la base orthonormée (e l5 e 2 ) 
de l’espace vectoriel E 2 est, 


2VT /cosjf -sinÇ\ 
cos^J- 


On peut d’autre part, identifier l’espace vectoriel E 2 au plan complcxeC considéré 
comme espace vectoriel réel: le vecteur OM = æej + j/e 2 G E 2 est identifié au 
nombre complexe 2 = x+iy. L’endomorphisme r de E 2 s’identifie alors à l’application 
z i-> e'^r z , i.e. la multiplication par e'~^ dans l’espace vectoriel réel C. 

Avec ces notations, les sommets A 0 , - . . , A n _i de P n sont tels que OA k = z * où 

z k = e ri , 0 ^ k < n. 

Notons que O est l’isobaryccntre des points A 0 , ■ . ■ , A n _i. En effet, 


n— i 


71—1 


71 — 1 


— _ — 1 ~ ( e * " ) ? 


£o Al = y> = 5>^ = y>') 


= 0. 


k — O 


k=0 


k = O 


k=zO 


1 - e* 


Soit / une isométrie de E. On sait que / est une bijection affine (Th.4.1). Si g 
désigne la partie linéaire de /, on a 


f(M) = f(O) + jj(OM) VM G E. 


Supposons maintenant que l’isométrie / laisse invariant P n , i.e. f{P n ) = P n- 
D’après la Prop.4.7, / laisse aussi invariant l’ensemble des points extrêmaux de 
P n : f(Extr(P n )) = Extr(P n ). L’ensemble des points extrêmaux de P n est l’en- 
semble des sommets de P n d’après l’exemple (ii) de la section 4.2.6. Donc les en- 
sembles {/(Ao),... ,/(A n _i)} et {A 0 ,... , A„_i} sont égaux. Or O est l’isobary- 
centre des points A 0 ,... ,A n _ t et / est affine, donc f(0) est l’isobarycentre des 
points /(A 0 ), . . . , /(A n _i). Ces ensembles de points étant les mêmes, on a f(0) = O. 
Ainsi 


/(M) = O + sr(OM) VM G E. 
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Quand on identifie un point, M G E au vecteur OM € R 2 , / est, alors identifiée à 
sa partie linéaire g qui est un endomorphisme isométrique de l’espace vectoriel R 2 , 
Le. un élément de 0(R 2 ). 

Théorème 5. 3. Dans l’espace vectoriel euclidien R 2 identifié à l’espace vectoriel 
réel C, soit P n (n ^ 3) le polygone dont les sommets sont les 

z k — e^, 0 ^ k < n. Soit D n l’ensemble des endomorphismes isométriques de 
R 2 qui laissent stable P n . 

(i) D„ est un sous-groupe de 0(R 2 ). 

(ii) J) n est engendré par deux éléments r,s tels que 

r est d’ordre n, s est d’ordre 2, s £ (r) et srs = r~ l . (5.4) 


(iii) D n est d’ordre 2n et en tant qu’ ensemble 


D n = {Id, r, r 2 , . . . , r n 1 , s, sr, sr 2 , ... ,sr n 1 }. 


(iv) Tout groupe engendré par deux éléments ayant les propriétés (5.4) est isomorphe 
à D n . 

Démonstration. 

(i) Il est, clair que l’identité conserve P n , que la composée de deux isométries 
laissant invariant P n laisse encore invariant P n , et que l’application réciproque d’une 
telle isométrie laisse invariant P n . Donc D n est, un sous-groupe de 0(R 2 ). 

(iii) Un élément / 6 0(R 2 ) a pour déterminant ±1. Cherchons d’abord les élé- 

ments de D n de déterminant 1, Le. les rotations de R 2 conservant P Tl . Les seules 
rotations qui conservent, P n sont Id,r,r 2 , ... , r n ~' en notant, r la rotation d’angle 
2 e, i.e. la la multiplication par . Cherchons maintenant les éléments de D n de 
déterminant —1. Soit s la symétrie par rapport à ” l’axe de x” , i.e. la conjugai- 
son complexe de C : s(z) — z Vz € <C. On a s(2o) = Zo et, pour 1 ^ k < n, 

s(z/c) — — e * " 1 = z n _fc d’où s € D n . La matrice de s dans la base cano- 
nique est J - ^ ^ , donc dets — -1. Un élément a G D n est de déterminant, 

— 1 si et seulement, si sc r est un élément de D n de déterminant, 1. Les éléments de 

D n de déterminant —1 sont donc les cr = sr k , 0 ^ k < n. Ainsi 

D n = {Id, r, r 2 , . . . , r" -1 , s, sr, sr 2 , . . . ,sr n_l }. 

(ii) Il est, clair que D n = ( r,s ), que r est d’ordre n, et s d’ordre 2. s g (r) puisque 
dets = —1. Calculons srs. Four tout z € C on a: 

srs(z) = s(r(s(z))) = s(r(z)) = s(e~z) = e^z — e~^z = r _, (z). 

Donc srs = s - *. 

(iv) Soit G un groupe engendré par deux éléments a, b tels que a soit d’ordre n, 
b d’ordre 2, b ÿ (a) et bab = a -1 . D’après le Lemme 1.5, tout élément x € G est, de 
la forme x = X\ . . . x p pour un certain p € N* avec pour tout i, (1 ^ i ^ p), Xi = a 
ou Xi = a~ l = a n ~ l ou x, = b — h -1 . Comme bab = a~ l = a n ~‘, on a a6 = 6a n_1 et 
par conséquent x s’écrit sous la forme x = b e a k avec e = 0 ou 1 et 0 ^ k < n. Mais 
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il est facile de vérifier que les éléments e, a, . . . a n 1 , 6, 6a, . . . 6a 7 ’ 1 sont deux-à-deux 
distincts. Donc G est d’ordre 2 n et 

G = { e,a , . . .a w_1 , 6, 6a, . . . 6a n_l }. 

Considérons alors l’application <p : G -» D n définie par <p(b e a k ) = s e r k . Par défini- 
tion, cette application est une bijection. Vérifions que c’est un homomorphisme de 
groupes, i.e. 

(p(xy) = ip(x)(p(y) Vx,yeG. 

Plusieurs cas sont à distinguer. 

• x = a k , y = a 1 . Dans ce cas, xy — a k+( = a 1 avec k + £ = i (mod n) et 0 ^ i < n. 
Alors <p(xy) = r* = r k r ( = ip(x)ip{y). 

• x = ba k , y = a ( . Dans ce cas, xy = ba k+f = bà 1 avec k + t = i (mod n) et 
0 ^ i < n. Alors ip(xy) = sr 7 = sr k r ( = <^(x)^(y). 

• x = a k , y = ba ( . Dans ce cas, xy ~ a k ba e = 6a _fc+f — sa' avec 
-k + £ = i (mod n) et 0 ^ i < n. Alors ip{xy) = sr ! - sr~ k r ( = r fc sr f = </>(x)y:(y). 

• a; = 6a fe , y = ba ( ■ Dans ce cas, xy = ba k ba e = a~ k+t = a ' avec 
-k + t = i (mod n) et 0 ^ i < n. Alors <?{xy) = r l = r~ k r e = sr k sr ( = tp(x)<p(y). □ 

Définition 5. 3. Le groupe D n ( n ^ 3) est appelé groupe diédral d’indice n. 


5.3 Groupe des isométries du cube et du tétra- 
èdre. 

5.3.1 Groupe des isométries du cube. 

Conservation du centre. 

Soit C un cube de l’espace affine euclidien à 3 dimensions E et O son centre. On 
peut supposer que la longueur des côtés est 1. Le centre 0 est aussi l’isobarycentre 
des 8 sommets. Soit / une isométrie de E. On sait que / est une bijection affine 
(Th.4.1). En particulier, si g désigne la partie linéaire de /, on a 

f(M) = f(0)+g{ OM) VM G E. 

Supposons maintenant que l’isométrie / laisse invariant C, i.e. f(C) — C. 
D’après la Prop.4.7, / laisse aussi invariant l’ensemble des points extrêmaux de 
C : f(Extr(C)) — Extr(C). L’ensemble des points extrêmaux de C est l’ensemble 
des sommets de C d’après l’exemple (iv) de la section 4.2.6. L’ensemble des sommets 
de C est donc stable par /. Or / est affine, donc f(O) est l’isobarycentre des images 
des sommets, i.e. f(O) = O. (Pour montrer que l’ensemble des sommets de C est 
stable par /, on peut aussi remarquer que pour deux points M,N quelconques du 
cube, on a ||MN|| ^ \/3, l’égalité n’ayant lieu que si M et sont deux sommets 
opposés. Pour deux sommets opposés M, N on aura ||f(M)f(N)|| = ||MN|| = \/3, 
donc f(M) et f(N) sont encore deux sommets opposés de C et ainsi l’ensemble des 
sommets de C est stable par /). 

On choisit comme origine O. Comme f(0) = 0, / peut être identifié à sa partie 
linéaire g qui est un endomorphisme isométrique de l’espace vectoriel euclidien R 3 , 
i.e. un élément de O (R 3 ). 

Comme usuel, on identifie 0(R 3 ) et 0(3). 
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Groupe des rotations du cube. 

Soit A = Rk(0) G 50 ( 3 ) une rotation différente de l’identité, d’angle 0 et d’axe 
A = Rk. On suppose que A laisse invariant le cube, i.e. A(C) = C. L’axe A passant 
par O, 3 cas sont possibles. 

1er cas : A ne rencontre aucune arête. Dans ce cas, la droite A passe par les 
milieux de deux faces opposées. Si r = ), A est l’une des trois rotations r,r 2 ,r 3 . 

Le sous-groupe de S 0(3) engendré par r est d’ordre 4. On dit que A est un axe 
quadruple. Tl y a donc 3 axes quadruples joignant les milieux de faces opposées. 
Chacun de ces axes quadruples donne 3 rotations différentes de l’identité laissant 
invariant le cube. 

2ème cas : A passe par un sommet. Dans ce cas, la droite A passe par aussi par 
le sommet opposé, donc c’est une diagonale du cube. Si s = /£k(^f)j A est l’une des 
deux rotations s, s 2 . Le sous-groupe de 50(3) engendré par s est d’ordre 3. On dit 
que A est un axe triple. Il y a donc 4 axes triples : les 4 diagonales. Chacun de ces 
axes triples donne 2 rotations différentes de l’identité laissant invariant le cube. 

3ème cas : A rencontre une arête, mais ne passe pas par un sommet. Dans ce 
cas, la droite A passe par le milieu de l’arête, et donc aussi par le milieu de l’arête 
opposée, et si t = Rk(n), A = t. Le sous-groupe de SO(3) engendré par t est d’ordre 
2. On dit que A est un axe double. Il y a donc 6 axes doubles. Chacun de ces axes 
donne 1 rotation différente de l’identité laissant invariant le cube. 

En résumé on a donc 


IB 

axes quadruples 

qui donnent 

3-3 = 9 rotations ÿé Id 

IB 

axes triples 

qui donnent 

4-2 = 8 rotations ÿé Id 


axes doubles 

qui donnent 

6-1=6 rotations ^ Id 




Id = 1 rotation 

r 



total = 24 rotations 


Théorème 5. 4. Soit Rot(C) = {/ G 50(R 3 ); f(C) = C } l’ensemble des rota- 
tions laissant invariant le cube C. Rot ( C ) est un sovs-groupe de 50 (R 3 ) isomorphe 
au groupe symétrique S 4 . 

Démonstration. 

Il est clair que l’identité conserve le cube C, que la composée de deux rotations 
laissant invariant C laisse encore invariant C , et que la rotation inverse d’une telle 
rotation laisse invariant C. Donc Rot(C) est un sous-groupe de SO( R 3 ). On a vu 
que |Rot(C)| = 24. Montrons que Rot (C) est isomorphe à S 4 dont le cardinal 
est aussi 24. Soit f G Rot (C). Notons d, (1 ^ i ^ 4) les 4 diagonales de C. 
L’image par / de c/,- est une diagonale d r Notons j = cr/(t). Alors l’application 
c Tf : {1,2, 3, 4} 1 — > {1,2, 3, 4} est une bijection, Le. crj G S 4 . Par définition, on a. 

crjog = a/(r g V/, g G Rot (C) 


En effet, 

4 /O9 (0 = (f°g)(di) = f(g(di)) = f(d c r# (i)) = <4, (*,(<))• 

Donc l’application a : Rot (C) — > <S 4 définie par / (-» c t { est un homomorphisme de 
groupes. Montrons que Kercr = {Id}. Soit / G Kertr, / / Id. On a cr j = /c/{i i2 ,3,4}> 
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FiG. 5.1: Les rotations du cube. 
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i.t. d a/ (i) = di Vt = 1,2, 3, 4. Cela signifie que la rotation / laisse globalement 
invariante chacune des 4 diagonales du cube. Pour chaque z(l ^ i ^ 4), soit Ui un 
vecteur directeur normé de di. On a alors: 

/( u ; ) = e,ui avec e,- = ±1 - 

Considérons le triplet de vecteurs (ui,u 2 ,u 3 ). Cest une base de R 3 . La matrice B 
de / dans cette base est 

Ai 0 0\ 

B = 0 e 2 0 

\0 0 es J 

Comme det B = det / = I, on voit qu’il existe un indice € {1,2,3} unique tel que 
e,-, — 1, les deux autres indices * 2 , i-s restants étant tels que e, 2 = e,- 3 = —1. On a 
/(uij = Ui, donc Ui, appartient à l’axe de /. Considérons maintenant le triplet de 
vecteurs (ui 2 , Uj a , u 4 ). Comme £; 2 — = —1, on a e 4 = 1. Donc u 4 appartient à 

l’axe de /. Ainsi l’axe de / contiendrait {u^ ,u 4 } et serait de dimension ^ 2 ce qui 
est absurde. Donc il n’existe pas d’élément f E Ker a différent de Id et Kercr = {Id} 
Cela prouve que l’homomorphisme a est injectif. Comme Rot (C) et <S 4 ont le même 
cardinal, a est un isomorphisme. O 

Exemple. Avec les notations de 1a. Figure 5.1 

<Tr = (1,2, 4, 3) 
rn, = (1)(2, 3,4) 

= (1, 2)(3)(4). 

Groupe des isométries du cube. 

Théorème 5. 5. Soit Isom(C) = {/ E 0(R 3 ); f(C) = C } l’ensemble des isomé- 
tries laissant invariant le cube C. Isom(C) est un sous-groupe de 0(R 3 ) isomorphe 
au groupe produit direct 

Z 2 X <S 4 . 


Démonstration. 

Il est immédiat que ïsom (C) est un sous-groupe de 0(R 3 ). Soit h = —Id E 0(R 3 ) 
la symétrie par rapport à l’origine 0 : A(OM) = — OM VA4. On a h(C) = C et 
det h = —1. Pour / E 0(R 3 ), / E Tsom (C) et det / = — 1 si et seulement si 
g = h o f E Rot (C). Donc 

Ïsom (C) = Rot (C) U (h o Rot (C)) . 

Toute / E Isom(C) s’écrit donc sous la forme / = h e o g avec e = 0 ou 1 et 
g E Rot (C). Cette écriture est par ailleurs unique. Soit y? : Ïsom (C) — > Z 2 x «S 4 
définie par ip(f) = ([e] , Montrons que y? est un homomorphisme de groupes. 
Pour / = h c o g et /' = h e> o g', on a 

/ o f' = h E ogo h r> o g' = h t+c ' o g o g ' 

puisque (h o g)( OM) = -j(OM) = g(-OM) = ( g o h)(OM) car g est linéaire. 
Donc 

V>(/ 0 /') = ([e + e'L<w) = d £ ] + [e']>^<v) = 
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Ainsi / est un hornorphisme. Montrons que <p est une bijection. Soit ([e], a) G Z 2 x S 4 
quelconque. On sait qu’il existe g G Rot (C) unique tel que a g = a. Alors f = h e o g 
est l’unique élément de Isorn (C) dont l’image par p est ([£],£*)■ Tout élément de 
Z 2 X S 4 a un antécédent unique par p donc p est une bijection. C’est ainsi un 
isomorphisme. D 

Remarque. Tout élément / do Isorn (C) définit encore une permutation de l’en- 
semble des diagonales du cube. L’homomorphisme a : Rot (C) — > peut ainsi 

être prolongé en un homomorphisme 

g : Isorn (6') — > S 4 . (5-5) 

Mais g n’est, pas injectif car le noyau de g est {Tld}. 


5.3.2 Groupe des isométries du tétraèdre. 

Tétraèdre et cube. 

Le tétraèdre régulier T de côté \/2 peut être inscrit dans le cube C de côte 1 
en sorte que les arêtes opposées de T soient des diagonales de faces opposées de C 
(Figure 5.2). 

Lemme 5. 1. Une isométrie laissant T invariant laisse C invariant. 

Démonstration. 

Le centre O de C est aussi l’isobarycentre des sommets de T. Soit / une isomé- 
trie laissant T invariant. Comme / est une bijection affine, / laisse aussi invariant 
d'après la Prop.4.7 l’ensemble des points extrêmaux de T : f(Extr(T )) = Extr(T). 
L’ensemble des points extrêmaux de T est l’ensemble des sommets de T d’après 
l’exemple (iv) de la section 4.2.6. / laisse donc invariant l'ensemble des sommets de 
T, et par conséquent leur barycentre 0 puisque / est affine: f(0) = O. (On aurait 
pu aussi remarquer que pour A/, N G T , on a ||MN|| ^ \/2, avec égalité si et seule- 
ment si M, N sont deux sommets de T. Comme ||f(M)f(N)|| = ||MN|| VA7, N, cela 
implique que si A/, N sont deux sommets de T, il en est de même de /(A/), /(/V)). 

Soit g 1a. partie linéaire de /. On a f(M) = 0 + _ç(OM) VA/. Soit A un sommet 
de T, A' le sommet du cube opposé à A, i.e. tel que OA' — —OA. B = f(A) est un 
sommet de T. Soit B' — f(A'). On a 

OB' = ,9(OA') = ÿ(-OA) - -OB 

donc B 1 est le sommet de C opposé au sommet B de T. Il en résulte que / laisse 
invariant l’ensemble des sommets de C, donc C lui-même, puisque C est l’enveloppe 
convexe de ses sommets. *-] 

Groupe des rotations du tétraèdre. 

Si une rotation de E laisse invariant T, elle laisse aussi invariant C. Les éléments 
de Rot (T) sont donc les éléments de Rot, (C) qui laissenl invariant T. L’examen 
direct montre que ce sont, outre Id : 

• Les rotations d’angle 7r correspondant aux axes quadruples du cube, i.e. aux 
axes joignant les milieux de deux arêtes opposées du tétraèdre. 

• Les rotations d’angle | et ^ correspondant aux axes triples du cube, i.e. aux 
axes joignant un sommet du tétraèdre au milieu de la face opposée. 
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FiG. 5.2: Les rotations du tétraèdre. 


On trouve donc pour T : 


4 

axes triples 

qui donnent 

4-2 = 8 rotations 7 ^ Id 

3 

axes doubles 

qui donnent 

3-1=3 rotations 7 ^ Id 




Id = 1 rotation 




total = 12 rotations 


Théorème 5. 6 . Soit Rot (T) = {/ € SO( R 3 ); f(T) = T} Vensemble des rotations 
laissant invariant le tétraèdre T. Rot (T) est un sous-groupe de Rot (C) isomorphe 
au groupe alterné A 4 . 

Démonstration. 

Il est clair que Rot (T) est un sous-groupe de Rot (C). On a vu que |Rot (T)| = 12. 
Considérons l’isomorphisme o : Rot (C) — > S 4 . L’examen direct de la signature 
de (T; pour les divers éléments de Rot (T) montre que (Tj € A 4 pour / € Rot (T). 
L’image de Rot (T) par l’isomorphisme a est donc contenue dans A4. Comme Rot (T) 
et A 4 ont le même cardinal, la restriction de a à Rot (T) est un isomorphisme de 
Rot (T) sur A4. 1=1 
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Groupe des isométries du tétraèdre. 

Théorème 5. 7. Isom (T) = {/ G 0(R 3 ); f(T) = T} est un sous-groupe de (9(R 3 ) 
isomorphe au groupe symétrique Sa- 

Démonstration. 

Il est clair que Isom (T) est un sous-groupe de Isom (C). Identifions les sommets 
du tétraèdre et les diagonales du cube. Tout / G Rot (T) permute les sommets. 
Cette permutation des sommets est, avec l’identification ci-dessus, l’élément, aj G Sa- 
Maintenant, n’importe quel élément de Isom (T) permute aussi les sommets, donc 
définit un élément Xj € S 4 . On définit ainsi une application 

A : Isom (T) — >■ S 4 . 

Cette application est un homorphisme et l’on a A f — cj f pour / G Rot (T). 

En fait, A n’est autre que la restriction de l’homorphisme (5.5) au sous-groupe 
Isom (T) de Isom (C). 

L’homorphisme A est injectif. En effet, KerA = { Id } puisque si / G Isom (T) 
laisse fixe chaque sommet, c’est forcément l’identité par linéarité. 

L’homorphisme A est surjectif. Considérons en effet, une symétrie orthogonale 
par rapport à un ”plari médian” de T, i.e. contenant une arête et le milieu de l’arête 
opposée, par exemple la symétrie J par rapport au plan contenant l’arête de sommets 
2 et 3 et le milieu de l’arête opposée (voir Fig. 5.2). Alors A j est la transposition 
(1,4). Soit v G Sa. Si v G A 4 , on sait déjà d’après le Th. 5. 6 qu’il existe / G Rot (T) 
tel que v = crj donc v = A/. Si v est impaire, alors A j 1 / est paire, i.e. Xj v G Aa, 
donc il existe / G Rot (T) tel que A./ 1 / = aj = Xf. En composant par A j, on obtient 


u — A, 7 A 7 — A 


Jof 


puisque A j = X j* = Xm = /d{i , 2 , 3 , 4 }- Donc A est surjectif. 
L’homorphisme A est est donc un isomorphisme. 


□ 


5.4 Exercices. 

Exercice 5.1. 

Montrer que D 3 est isomorphe à «S 3 . 

Exercice 5.2. 

On considère le groupe symétrique S n ( n ^ 2). 

(i) Montrer que l’on a pour + 

(î,j) = (*,* + l)(»+ l,j)(M+ 1) 

et en déduire par récurrence que pour 1 ^ i < j ^ n : 

(*, j) = (*,* + 1)(* + 1,* + 2) • ■ • {j ~ 2, j - l)(j - 1, j) 

0 — 2, j — 1) • • • (i + l,t + 2)(t,t + 1) 

(ii) En déduire que {(M + 1); 1 ^ * < n} engendre S n . 

(iii) Montrer que l’on a 

(»,*+ O = (M)(M + 1)(M) (1 < * < n). 


(5.6) 


(5.7) 


(5.8) 
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(iv) En déduire en utilisant (ii) que {(l,z); 1 < i ^ rt} engendre S n . 

(v) Soit t = (1,2) et a - (1,2,- •• ,n). Montrer que 

(t,t + 1) = cr I_, rrx _(,_,) (1 ^ i < n) . (5.9) 


(vi) En déduire en utilisant (ii) que {<r,r} engendre S n . 

Exercice 5.3. 

On considère un tétraèdre régulier. Combien de tétraèdres réguliers différents 
peut-on faire si l’on colorie chaque face d’une couleur et que l’on dispose de k 
couleurs? 

Indication. 

Soit G = A 4 le groupe des rotations laissant invariant le tétraèdre régulier, et 
X l’ensemble des colorations du tétraèdre régulier. Le cardinal de X est |Aj = k 4 . 
Le groupe G agit sur X et deux colorations £, y € X donnent le même tétraèdre 
coloré si et seulement s’il existe une rotation R. Ç. G telle que Rx — y. Le nombre 
de tétraèdres réguliers colorés différents que l’on peut faire est donc le nombre N 
d’orbites de X sous l’action de G '■ 



avec X° = {x G X\ gx = z}. On a successivement: |C| = 12; | A' / 1 = |X| = k 4 \ si s 
est une rotation d’angle ^ autour d’une diagonale (axe triple), X* = X * 2 = k 2 ] si 
t est une rotation d’angle 7 r autour d’une droite joignant les milieux de deux arêtes 
opposées (axe double), X 1 = k 2 . Il y a 4 axes triples et 3 axes doubles , donc 

N = ~(4(k 2 + k 2 ) + 3k 2 + k 4 ) = -^(llfc 2 + k 4 ). 


Exercice 5.4. 

On considère un cube. Combien de cubes différents peut-on faire si l’on colorie 
chaque face d’une couleur et que l’on dispose de k couleurs? Cas où k = 3. 

Indication. 

Soit G = S 4 le groupe des rotations laissant invariant le cube, et X l’ensemble 
des colorations du cube. On a \X\ = k G . Le groupe G agit sur X et deux colorations 
x, y G X donnent le même cube coloré si et seulement s’il existe une rotation R. G G 
telle que Rx = y. Le nombre de cubes réguliers colorés différents que l’on peut faire 
est donc le nombre N d’orbites de X sous l’action de G : 



avec X y = {x € X; gx = ï}. On a successivement: |G| = 24; \X‘\ = |X| = fc 6 ; 
si r est une rotation d’angle | autour d’une droite joignant les milieux de deux 
faces opposées (axe quadruple), |X’j = \X r | = k 3 et de même \X' | = fc 4 ; si s est 
une rotation d’angle ^ autour d’une diagonale (axe triple), |A _,i | = \X x2 \ = k 2 \ si t 
est une rotation d’angle 7 r autour d’une droite joignant les milieux de deux arêtes 
opposées (axe double), IX'I = k 3 . D’où: 

N = ; -(k 6 + 3/c 4 + 12 k 3 + 8 k 2 ). 
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Dans le cas où k = 3, on trouve N = 57. 

Exercice 5.5. 

On considère un cube. Combien de cubes différents peut-on faire si l’on colorie 
chaque face, chaque arête et chaque sommet d’une couleur et que l’on dispose de k 
couleurs? 

Indication. 

Soit, G = S 4 le groupe des rotations laissant invariant le cube, et X l’ensemble 
des colorations du cube. Le cube ayant 6 faces, 12 arêtes et 8 sommets, |X| = k 26 . 
Le groupe G agit sur X et deux colorations x,y € X donnent le même cube coloré 
si et seulement s’il existe une rotation R £ G telle que Rx = y. Le nombre de cubes 
réguliers colorés différents que l’on peut faire est donc le nombre N d’orbites de X 
sous l’action de G : 


N — 


1 



g&C 


avec X° = {x £ X] gx = a:}. On a successivement: |Gj = 24; \X’\ = |X| = k 26 ; si 
r est une rotation d’angle | autour d’une droite joignant, les milieux de deux faces 
opposées (axe quadruple), \X r \ = |X r< | = ( k k) 2 (sommets et arêtes ”haut” et 
”bas”) • k (arêtes "verticales”) • k 3 (faces) = k 8 et de même |X’^| = k 14 ; si s est 
une rotation d’angle ^ autour d’une diagonale (axe triple), il y a deux trièdres à 
considérer, et alors |X*| = IX*' 2 1 = ( k ■ k 2 • k) 2 (sommet fixe • arêtes et autres 
sommets • faces de chaque trièdre) • k 2 (2 triplets d’arêtes restantes) = k w \ si t 
est une rotation d’angle 7r autour d’une droite joignant les milieux de deux arêtes 
opposées (axe double), les sommets et les faces se classent par couples, et parmi 
les arêtes 2 sont globalement invariantes, les 10 autres se classant en couples, donc 
|X*| = k* (sommets) k 3 (faces) • ( k 2 • A: 5 ) (arêtes) = A; 14 . 


TV = i-(fc 26 + 9A: 14 + 8k 10 + 6k s ). 


Exercice 5.6. 

On dispose de k couleurs, et on colorie un cube en respectant, la règle suivante : 
si 2 faces sont opposées, on utilise la même couleur pour ces 2 faces. 

Combien de cubes différents peut-on faire? 

Indication. 


N = ^-(4 k 3 + 12A; 2 + 8k). 

Exercice 5.7. 

Combien de colliers différents à 8 perles peut on faire si l’on dispose de perles de 
k couleurs? 

indication. 

Un collier à 8 perles, si l’on ne tient pas compte de la couleur des perles, peut 
êt re représenté par un octogone convexe régulier P 8 . Les perles sont les sommets. Le 
groupe des isométries de R 2 laissant invariant le collier est, donc le groupe diédral D H 
(on prend le groupe complet car on peut "retourner” le collier). Soit X l’ensemble 
des colorations du collier, i.e. des agencements de perles de couleurs sur les sommets 
de P 8 . On a |Xj = k 8 . Le groupe D 8 agit sur X et deux colorations x,y € X donnent 
le même collier à perles de couleurs si et seulement si elles sont sur une même orbite 



142 


CHAPITRE 5. GROUPES DE SYMÉTRIES. 


de D&. Le nombre de colliers à perles de couleurs différents que l’on peut faire est 
donc le nombre N d’orbites de X sous l’action de D& '■ 



avec X 9 = {îGX; gx = x}. Les éléments de D 8 sont 

{ /, r, r 2 , r 3 , r 4 , r 5 , r 6 , r\ s, sr, sr 2 , sr 3 , s r 4 , sr 5 , sr 6 , .sr 7 } 

où r est la rotation d’angle Ç et s la symétrie par rapport à l’axe des x (supposé 
passer par 2 sommets de Ps). On a successivement: |/}g| = 16; |X , | = |X| = fc 8 ; 
\X r \ = |X r3 | = \X r5 \ = |X r? | = fc; |X r2 | = |X rf '| = k 2 ; \X r< \ = k 4 ; 
\x a \ = \X sr2 \ = |A r£r4 | = \X sr *\ = k B (symétries par rapport aux divers axes joi- 
gnant 2 sommets opposés de Ps)] |.X® r | — |X' S ’ | = \X sr | = \X”~ | = k 4 (symétries 
par rapport aux divers axes joignant les milieux de 2 côtés opposés de Ps). D’où 

N = — (k 8 + 4 k 5 + 5k 4 + 2 k 2 + 4k). 

16 


Exercice 5.8. 

Combien de colliers différents à 12 perles comportant 6 perles rouges (R), 2 bleues 
(B), 2 vertes (V) et 2 marrons (M) peut-on faire? 

Indication. 

Un collier à 12 perles, si l’on ne tient pas compte de la couleur des perles, peut être 
représenté par un dodécagone convexe régulier P\ 2 . Les perles sont les sommets. Le 
groupe des isométries de R 2 laissant invariant le collier est donc le groupe diédral Du 
(on prend le groupe complet car on peut "retourner” le collier). Soit X l’ensemble des 
colorations du collier, i.e. des agencements de perles de couleurs sur les sommets de 
P 12 . On a \X\ — Cf 2 (choix des places des perles R) ■ C 6 2 (choix des places restantes 
pour les perles B) Cj (choix des places restantes pour les perles V) (les places 
restantes pour les 2 perles M sont alors bloquées) = 24 • 55 • 63. Le groupe D V i agit 
sur X et deux colorations x,y £ X donnent le même collier à perles de couleurs si 
et seulement si elles sont sur une même orbite de D\ 2 - Le nombre de colliers à perles 
de couleurs différents que l’on peut faire est donc le nombre N d’orbites de X sous 


l’action de D \2 : 


N = 


1 

I^I 


AÊÜ12 


avec X 9 = {x £ X; gx = x}. Les éléments de D l2 sont 


{/,r,r 2 ,--- ,r ll ,s,sr, ■ ■ • ,sr u } 

où r est la rotation d’angle et s la symétrie par rapport à l’axe des x (supposé 
passer par 2 sommets de 1\ 2 . On a | Z^i 2 1 = 24 et \X l \ = |X|. Soit g = r, r 5 ,r 7 ou r 11 , 
g étant d’ordre 12 (l’ordre de r k est ^ , voir ex. 1.13), un élément x £ X 9 serait une 
coloration avec toutes les perles d’une même couleur, ce qui est exclu. Donc X 9 = 0. 
Soit g = r 2 ou r 10 . g étant d’ordre 6, un élément x £ X 9 serait une coloration avec au 
moins 6 perles de chaque couleur, ce qui est impossible. Donc X 9 = 0. Soit g = r 3 ou 
r 9 . g étant d’ordre 4, un élément x £ X 9 serait une coloration avec au moins 4 perles 
de chaque couleur, ce qui est impossible. Donc X 9 = 0. Soit g = r 4 ou r 8 . g étant 
d’ordre 3, un élément x £ X 9 serait une coloration avec au moins 3 perles de chaque 



5.4. EXERCICES. 


143 


couleur, ce qui est impossible. Donc X 9 = 0 . Ainsi, le fait que les perles de certaines 
couleurs soient au nombre de 2 implique que |A' a | = 0 si g € D X2 n’est pas d’ordre 2, 
i.c. g / r 6 ou g -fi sr* (0 < j ^ 1 1 ). D’autre part, les perles de chaque couleur devant 
être en nombre pair, on voit que si g est d’ordre 2, x € X 9 si et seulement si les perles 
d’une même couleur se classent par couples de perles qui se correspondent par g. Il 
suffit de spécifier la place de la moitié des perles de chaque couleur sur 6 sommets 
de P x2 (dépendant de g) : |A' fl | = Cf (choix des places des perles R) C\ (choix des 
places restantes pour les perles B) • C\ (choix des places restantes pour les perles V) 
(la place restante pour la perle M est alors bloquée). D’où 

N = ^-(24 • 55 • 63 + 13 • 24 • 5) = 3530. 

Exercice 5.9. 

(i) Soit Zk — 1 ^ A: ^ 4. 

(a) Montrer que 1 + zu + — + z 2 + \ = 0. 

z k 

(b) En déduire que 2 cos ~ est une solution de l’équation X 2 4 - X — 1 =0. 

(c) Calculer cos ^ et cos . 

(ii) Dans le plan affine euclidien rapporté à un repère orthonormé (O, (ei,e 2 )), 
soit C le cercle de centre O et de rayon 1, / le point de coordonnées (0, 1), J le point 
de coordonnées (— |,0), V le cercle de centre J passant par /, II et K les points 
d’intersection de E avec l’axe des abscisses (on prend K tel que son abscisse soit 
> 0 ). 

(a) Calculer les abscisses de H et K. 

(b) En déduire une construction à la règle et au compas du pentagone convexe 
régulier P 5 . 

(c) Que dire du cercle F' de diamètre [/,J]? En déduire une variante de cette 
construction. 

Indication. 

(voir Fig. 5.3). (i) (a) 1 + z k + z\ + z\ + z\ = = 0. Or 4 = 4, et z\ = 

d’où le résultat. 

(b) Posons Xk = zk + 7 -. Comme 7 - = z*, on a Xk = 2 ÜHe z k = 2 cos Or 

, 1,1 1 / l \ 2 

l + ^Ard 2 ~ l + b ( Zfc H ] —2 

Z k Zf Zk \ Z k J 

= Xl+Xk- 1 

donc X% + Xk — 1 = 0. 

(c) Les racines de A ' 2 + X — 1 = 0 sont X = — donc cos 77 = e t 

cos £ = =i=aÆ. 

(ii)(a) Le triangle OI J étant rectangle en O, ||IJ|| = Il est alors immédiat que 
zk = et, x„ = 

(b) Soient II X et K\ les milieux des segments [O, H] et [O, K] respectivement. On a 

X K X = \ X K — ~‘^ v ~ = cos ^ et x,,, = \x„ = = cos Si A//, et A ft -, sont 

les perpendiculaires à l’axe des x menées par H x , K x respectivement, les 2 points 
d’intersection de A*-, avec C sont les sommets de I\ définis par zj et z 4 = ~z[ et les 2 
points d’intersection de A//, avec C sont les sommets de P b définis par z 2 et z 3 = 

D’où la construction de P 5 . 

(c) P passe par O puisque le triangle OIJ est rectangle en O. Le centre L de 
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r' a pour coordonnées (— L, |). Son rayon est §||IJ|| = La parallèle à l’axe 
des abscisses issue de L rencontre T' en deux points A4, A dont les abscisses sont 
x M = x L - & = x N = x L + & = =±±&. La droite A Hl passe donc par 

A4 et la droite A *•, par N. Or ces 2 droites sont perpendiculaires à la droite MN, 
donc tangentes au cercle H en A4 et N respectivement. Pour construire les sommets 
de P 5 définis par z 2 , z s , z 4 , z r „ on peut donc aussi tracer le cercle F, construire les 2 
points A4, N d’intersection de P' avec la parallèle à l’axe des abscisses issue de L et 
enfin les deux perpendiculaires à l’axe des abscisses issues de A4 et N. Leurs points 
d’intersection avec C sont les sommets cherchés. 

Note. Le polygone convexe régulier à n côtés P n est constructible à. la règle et au 
compas si et seulement si n — 2 k p\ ■ • ■ p s où p\, • ■ ■ ,p s sont des nombres premiers 
distincts et de la forme pi = + 1 (r, € N) (voir [6] p. 299 ou [19] p. 169 Th. 17. 11 

ou [4] p. 51). Les entiers n ^ 100 pour lesquels P n est constructible sont 


1 , 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15,16,17, 20, 24,30, 32, 34, 40, 48. 51 , 60, 64, 68, 80, 96. 


Exercice 5.10. 

Soit G un groupe (noté multiplicativement) d’ordre 2 n avec n un nombre premier 
> 3 - 

(i) Quels sont les ordres possibles pour un élément de 6’? 

(ii) Dans cette question, on suppose que tout élément de G différent de l’élément 
neutre e est d’ordre 2. 

(a) Montrer que G est commutatif. 

(b) En considérant le sous-groupe engendré par deux éléments a, b € G différents de 
e, en déduire une contradiction. 

(iii) En déduire que si G n’est pas isomorphe à Z /2nZ, il existe dans G un 
élément a d’ordre n. 
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Dans toute la suite, on suppose que G n’est pas isomorphe à Z /2nZ . 

(iv) Soit b un élément de G n’appartenant pas au sous-groupe II = (a) engendré 
par a. 

(a) Montrer que G = H U bH. 

(b) En déduire que 6 2 G //. 

(c) En raisonnant par l’absurde, montrer que b 2 = c. 

(v) Que dire de G? 

Indication. 

(i) Les ordres possibles sont 1,2, n et 2 n. 

(ii) (a) Pour tout x G G, on a x 2 = e donc x -1 = x. Alors pour tous x,y G G, 
xy = (xy) -1 = y~ l x~ x = yx. 

(b) Comme G est commutatif tel que x 2 = c Vx G G, {e, a, 6, ab} est un sous-groupe, 
donc c’est (a, b). Or il est d’ordre 4, ce qui est impossible. 

(iii) Il existe donc dans G un élément a ^ e dont l’ordre n’est pas 2. D’après (i), 
l’ordre de a est n ou 2 n. Mais si c’était 2 n, G serait engendré par a donc isomorphe 
à Z /2nZ . Ainsi a est d’ordre n. 

(iv) (a) Il y a 2 classes modulo H puisque \G/H\ = \G\/\H\ — 2. Or 6 ^ // donc 
bH / H. Les deux classes sont donc H et bH, et ainsi G = H U bll. 

(b) La condition b 2 g II impliquerait b 2 G bH d’après (a), donc en multipliant par 
6 -1 , b G II, ce qui est contradictoire. Ainsi b 2 G H. 

(c) Supposons b 2 ^ e. L’ordre de b est donc n ou 2 n. Or G n’étant pas isomorphe à 
Z/2nZ , il n’y a pas d’élément d’ordre 2 n, donc l’ordre de b est n. Ainsi b n = e. Or 
n est impair. Soit q tel que n = 2q + 1. Comme b 2 G H = (a), il existe i, 0 < i < n 
tel que b 2 = a 1 . Alors 

b n = c& b(b 2 ) q = c ^b(ay = e& ba iq = e b = a~ iq 

donc b E H. Comme par hypothèse b $ II, il y a contradiction. Cela prouve que 
b 2 = e. 

(v) D’après (iv) tout élément de G n’appartenant pas à II est d’ordre 2. Soit b tin tel 
élément. D’après (iv)(a), G = (a, b). De plus, ab g H, donc (ab) 2 — e Le. abab — e 
ou encore bab = a -1 . On en déduit que G est isomorphe à D n , d’après le Th. 5.3. 

Exercice 5.11. 

Solides platoniciens. 

E désigne un polyèdre convexe de l’espace à 3 dimensions. On suppose E régulier, 
i.e. vérifiant simultanément les 2 conditions suivantes. 

• Les faces de E sont des polygones réguliers à p côtés (p > 3); 

• En chaque sommet de E converge le même nombre q d’arêtes (q > 3). 

Soient s le nombre de sommets, a le nombre d’arêtes et / le nombre de faces de 
E. 

On admet sans démonstration la formule d’Euler : s — a + f = 2. 

(i) Montrer que pf = 2a. 

(ii) Montrer que qs = 2a. 

(iii) En utilisant la formule d’Euler, montrer que 

( s /2p)[4 — (p — 2)(q — 2)] = 2 


et en déduire que (p — 2)(q — 2) <4 
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(iv) Compléter le tableau suivant en supprimant toute ligne inutile. 


P 

9 

(P — 2){q ~ 2) 

s 

a 

f 

Nom du polyèdre E 












































Combien de sortes de polyèdres trouve-t-on? Parmi les polyèdres trouvés, cer- 
tains couples sont-ils "duaux” en un sens à préciser, et lesquels? 

Indication. 

(i) Chaque arête est commune à deux faces, donc le nombre de côtés d’une face 
multiplié par le nombre de faces donne le double du nombre d’arêtes. 

(ii) Chaque arête est issue de deux sommets, donc le nombre de sommets multiplié 
par le nombre d’arêtes issues d’un sommet donne le double du nombre d’arêtes. 

(iii) 

pf = qs = 2 a 
a = qs / 2 

/ = Wp 

s - a + f = s - {qs)/ 2 + {qs)/p = [s/2p){2p - pq + 2 q) 

Or 2p-pq+2q — -p{q-2) + 2q = —{p-2)(q-2)-2(q-2)-\-2q = -{p-2){q-2)+4. 
Donc 

( s /2p)[4 — (p — 2)(ç — 2)] — 2. 

Alors s/2p > 0 =ï (p — 2){q — 2) < 4 et 

s — 4p/[4 — (p — 2)(q — 2)]. 

a — qs/ 2 

f = 2 a/ p 


P 

q 

(P - 2 )(q - 2) 

s 

a 

f 

Nom du polyèdre E 

3 

3 

1 

4 

6 

4 

tétraèdre 

3 

4 

2 

6 

12 

S 

octaèdre 

3 

5 

3 

12 

30 

20 

icosaèdre 

4 

3 

2 

8 

12 

6 

cube 

5 

3 

3 

20 

30 

12 

dodécaèdre 

//// 

JUL 

//////// 

III 

III 

III 

/////////// 


Il y a donc 5 solides platoniciens. Si l’on appelle dual d’un polyèdre le polyèdre 
obtenu en joignant les centres de ses faces, le cube et l’octaèdre forment un couple 
dual, le dodécaèdre et l’icosaèdre (voir Fig.5.8 et 5.9) un autre couple dual et le 
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tétraèdre est self-dual. Pour ce qui concerne les solides platoniciens et les polyèdres 
en général, on pourra consulter [7] qui contient de nombreuses représentations et 
aspects historiques. Mentionnons simplement que Platon pensait que les 5 polyèdres 
réguliers étaient les constituants de l’univers physique. Il associait chaque polyèdre 
avec un élément : le cube avec la terre, le tétraèdre avec le feu, l’octaèdre avec Pair, 
l’icosaèdre avec Peau, et le dodécaèdre avec le 5ème élément qui était pour Platon 
l’univers. 

Exercice 5.12. 


Dans l’espace affine euclidien de dimension 3 rapporté à un repère orthonormé 

1 1 \ 

(0, (e 1; ei,e 3 )), soient, pour A > 0 fixé, les 12 points A ~ J 0 I , # = I 0 I , 


0 ,D= 0 \ ,E= A \,F= -A ,G= -A , // = A , 


I = I 1 I ,J = I 1 I , K = I — 1 I , L = I — 1 I et Y le polyèdre ayant pour 


sommets ces 12 points (voir Fig. 5.4 et 5.5). Montrer que Y est un icosaèdre régulier 
si et seulement si A = 


Indication. 

Y est un icosaèdre régulier si et seulement si ses faces sont des triangles équila- 
téraux. Il suffit pour cela que 


Il AD || = || AE|| = || AI|| = ||EI||. 
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Fie. 5.5: L’icosaèdre. 


lin 


Fig. 5.6: Une vue de, l’icosaèdre. 
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Or ||AD || 2 =4 et 

Il AE (| 2 = || AI || 2 = ||EI || 2 = 1 + A 2 + (A - l) 2 . 

La condition est donc A 2 — A — 1 = 0. L’unique solution > 0 de cette équation est 

, _ 1 + V5 
2 

(5.10) est appelé nombre d’or. On a A « 1.6180. 

Exercice 5.13. 

Soient A,B,C 3 points d’une sphère de centre O de l’espace affine euclidien de 
dimension 3, et G leur isobarycentre. Montrer que si le triangle ABC est équilatéral, 
OG est orthogonal au plan ABC. 

Exercice 5.14. 

(i) Montrer que toute isométrie de l’espace affine R 3 laissant invariant l’icosaèdre 
Y laisse aussi invariant son centre O. 

(ii) Soit Rot (Y) l’ensemble des rotations laissant invariant Y. Montrer que 
Rot (y) est un groupe de cardinal 60. 

(iii) Montrer que Rot (y) est isomorphe au groupe alterné A$. 

Indication. 

(i) L’icosaèdre Y est invariant par la symétrie de centre O. Les 12 sommets 
forment 6 couples de sommets opposés. On peut donc effectuer le même raisonne- 
ment que pour le cube. 

(ii) On vérifie immédiatement que Rot (y) est un groupe. Montrons que 
|Rot(y)| = 60. L’icosaèdre Y étant invariant par la symétrie de centre O, ses 20 
faces forment 10 couples de faces symétriques. Pour chaque couple, la droite joignant 
les isobarycentres des deux faces passe par O et c’est, un axe d’ordre 3. De même, 
les 30 arêtes forment 15 couples d’arêtes opposées. La droite joignant les milieux de 
deux arêtes opposées est un axe double. Enfin, les 12 sommets forment 6 couples de 
sommets opposés, et la droite joignant deux sommets opposés est un axe d’ordre 5 
(voir Fig. 5.7). On trouve donc pour Y : 


(5-10) 


6 

axes d’ordre 5 

qui donnent 

6 • 4 = 24 rotations ^ Id 

10 

axes triples 

qui donnent 

10 • 2 = 20 rotations 7^ Id 

15 

axes doubles 

qui donnent 

15 • 1 = 15 rotations 7^ Id 




Id = 1 rotation 




total = 60 rotations 


(iii) Chacun des axes doubles passe par les milieux de deux arêtes opposées. Ces 
axes doubles viennent en ensembles de 3 axes deux-à-deux orthogonaux. Les 15 axes 
doubles se classent donc en 5 tels ensembles de 3 axes {fi, t 2 , <3, t 4 , f 5 }. A chaque 
U (1 ^ ^ 5) correspond un ensemble de 3 couples d’arêtes opposées, chaque couple 
correspondant à l’un des axes doubles de /.,, et réciproquement. Soit / G Rot (Y). Si 
Ai,A 2 , A 3 sont 3 axes orthogonaux deux-à-deux et passant chacun par les milieux 
de 2 arêtes opposées, alors /(Ai), /(A 2 ), /(A 3 ) est un ensemble de 3 axes qui a les 
mêmes propriétés. / définit donc une application de {fj, /. 2 , t 3 , t 4 , < 5 } dans lui- 
même. Cette application est injective: pour t = {A t ,A 2 ,A 3 } et t' = {Aj, A' 2 , A3} 
l’équation $/(*) = $/(*') s’écrit {/(Aj), /(A 2 ), /(A 3 )} = {/(A'j), /(A' ), /(A' 3 )}, 
donc comme / est bijective, les ensembles t et t 1 sont les mêmes. L’application $ / 
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est, alors une bijection de {ti,t 2 ,t 3 ,t 4 ,t 5 } sur lui-même, i.e. un élément de S&. Il est 
enfin immédiat que l’application 

$ : Rot (Y) ->• «S 5 (5.11) 

définie par / i-> est un homomorphisme de groupas. On va montrer que $ est un 
isomorphisme de Rot (Y) sur A$. Vérifions d’abord que l’image de $ est contenue 
dans A$. Soit / € Rot (Y), / ^ ld. On va calculer $/. Il y a 3 cas possibles pour 
l’axe A de /. 

• A est un axe d’ordre 5 de Y. Dans ce cas, A passe par 2 sommets opposés de 

Y. Soit A l’un de ces 2 sommets. Il y a 5 arêtes issues de A. Elles correspondent à 
des sommets E, D, F, L, I (voir Fig. 5. 5). Chacune de ces 5 arêtes correspond à un 
ensemble de 3 couples d’arêtes opposées, donc à l’un des éléments < 1} t 2 ,t 3 , * 4 , h- Deux 
quelconques de ces 5 arêtes ne sont ni orthogonales ni parallèles. La correspondance 
ci-dessus est donc une bijection entre l’ensemble de ces 5 arêtes et {£ i, tï, £ 3 , t 4 , fs}. 
Or / permute cycliquement les sommets E, D, F, L, / et les arêtes correspondantes 
puisque son angle est de la forme ^p,(l ^ k < 5). Donc est un 5-cycle de la 
forme (/,, , f !2 , , f« s )- 

• A est un axe d’ordre 3 de Y. Dans ce cas, A passe par les centres de 2 faces 

opposées. L’angle de rotation de / est alors ^ ou En choisissant une orientation 
de A, on peut supposer que c’est ~. Fixons l’une des faces ADF par laquelle passe 
A. Deux quelconques de ses 3 arêtes ne sont ni orthogonales ni parallèles. Les 3 
arêtes AD , DF, FA correspondent donc respectivement à 3 éléments deux- 

à-deux distincts. De A sont issues 5 arêtes, dont AD et AF. Il reste 3 arêtes que nous 
noterons AL, AI , AE comme sur la figure 5.5. AI est orthogonale à DF (En effet, 
A et I sont dans le plan médiateur de [L, E ]. Or LE est parallèle à FD car EDFLI 
est un pentagone régulier. Donc les plans médiateurs de [L, E] et[F, D] ont même 
direction. Comme A est un point commun, ces deux plans coïncident). Il s’ensuit que 
AI donne le même élément t i2 que DF. Les 2 arêtes AL et AE correspondent alors 
respectivement aux 2 éléments t, t et l t5 restants. Or / permute cycliquement les 
sommets A, D, F. Donc la restriction de à {f»,,ft 2 ,<t 3 } est I e 3-cycle (f t| , < t 2 , f, 3 ). 
D’autre part, l’image par / de AL est DE. Mais AL est orthogonal à DE (pour la 
même raison que AI et FD). Donc $/(£,- 4 ) = f; 4 . Alors $/(f; 5 ) = f, 5 . Donc 

$/ = (fjj > f« 2 > ^13 ) • 


• A (st un axe d’ordre 2 de Y. Dans ce cas cet, axe fait partie de l’un de L, soit 
et l’on a $/(£;,) = Soit AD une arête par le milieu de laquelle passe l’axe. Les 
deux faces contiguës à AD déterminent, 4 autres arêtes notées comme sur la Fig. 5.5 
AF, DE, DF, AE. Elles correspondent respectivement aux 4 éléments f,- 2 , fi 3 ,f«- 4 , f» s 
restants. Or f(AF) = DE et f(DF) = AE donc $/(fi 2 ) = f,., et $/(f, 4 ) = t^. Alors 

On constate donc que dans tous le cas € A$. De plus, on constate que 
pour / ld , on a ^ ld , i.e. I\er$ = {Id}. Donc $ est injective. Comme 
|Rot,(Y)| = |^4 5 | , $ est un isomorphisme de Rot, (Y) sur A 5 . 

Exercice 5.15. 

Soit Isom (Y) = {/ 6 0(R 3 ); f{Y) = Y} l’ensemble des isométries laissant 
invariant l’icosaèdre Y. Montrer que Isom (Y) est un sous-groupe de 0(R 3 ) isomorphe 
au groupe produit direct 


Z 2 x A$. 
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FiG. 5.9: Le dodécaèdre. 



Fig. 5.10: Logo A. 


Indication. 

Raisonner comme pour le cube en utilisant la symétrie h par rapport à l’origine 
et l’ex. 5.14. 


Exercice 5.16. 

Lequel des 2 logos A ou B des Fig. 5.10 et 5.11 est-il mathématiquement impos- 
sible pour une représentation de l’icosaèdre? (Il s’agit du logo de la MAA, Mathe- 
matical Association of America. Cet exercice s’inspire de [5]). 



FiG. 5.11: Logo B. 
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Fig. 5.12: 


Indication. 

Si le logo A était mathématiquement correct, clans la Fig. 5.12, les 3 droites 
seraient parallèles clans l’espace. Si elles sont représentées en projection, elles restent 
parallèles. Si elles sont représentées en perspective, elles sont concourantes au point 
de fuite. Le logo A est donc impossible mathématiquement. Le logo correct est le 
logo B (Fig. 5.13). 



FIG. 5.13: 



Chapitre 6 

Géométrie euclidienne plane 


6.1 Coniques. 

6.1.1 Ellipse. 

Définition bifocale. 

Soit E le plan affine euclidien, F, F 1 deux points distincts de E, 0 le milieu du 
segment [F, F 1 ], et c = ||OF|j > 0- 

Soit E = {M e E] ||MF|| + ||MF'|| = 2 a). Si € ± 0 et M € E, on a d’après 
l’inégalité triangulaire ||FF'|| ^ ||MF|| + ||MF'||, i.e. c ^ a. Donc si a < c, € = 0. 
Si a = c on a E = [F, F'], et si a > c il y a deux points de la médiatrice du segment 
[F, F'] qui appartiennent à E. 

Définition 6. 1. Soit E le plan affine euclidien , F, F' deux points distincts de E, 
O le milieu du segment [F, F'], c = ||OF|| > 0, et a > c. On appelle ellipse de foyers 
F, F', de grand axe a et de distance focale c l’ensemble 

£ = {M € F; ||MF]| + ||MF'|| = 2a}. 


On prend comme origine du plan le point O et on utilise un repère orthonormé 
affine (O, (ei,e 2 )) avec ei = ïjüfjp et e 2 vecteur déduit de ei par rotation d’angle 

7 r 
2' 

Alors OM = xe + ye 2 = - Nous identifions le point M au vecteur OM et 

noterons aussi M = [ ] . 

\yj 

L’axe focal est la droite FF', de vecteur directeur ei (axe des x), l’axe non 
focal est la droite perpendiculaire en O, de vecteur directeur e 2 (axe des y). O 
est centre de symétrie de E. En effet, si s désigne la symétrie par rapport à O, 
F' = s(F) et si l’on pose M' = s(M) on a ||M'F'|| = ||MF|| et ||M'F|| = ||MF / || 
donc ||M'F|| + HM'F'II = ||MF|| + ||MF'|| et ainsi M' € E ^ M € E. Les axes focal 
et non focal sont des axes de symétrie de E. Il y a deux points B, B’ symétriques 
par rapport à O sur l’axe non focal appartenant à E : leur distance commune à F 
ou F' est a. Si b désigne la distance de B ou B ' à O, on a a 1 = b 2 + c 2 puisque le 
triangle OFB est rectangle en O. b s’appelle le petit axe. Il est tel que ü < b < a. Il 
y a deux points A , A' symétriques par rapport à O sur l’axe focal appartenant à E : 
ce sont les deux points d’abscisse ±a. 
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Equation cartésienne. 

Théorème 6. 1. L’équation cartésienne de l’ellipse Z de grand axe a et petit axe b 
est dans le repère orthonormé (O, (e i,e 2 )) ; 

x 2 ,,2 

ïï+k- L < 61 > 


Démonstration. 


Dans la base orthonormée choisie, on a OF = (n et OM = (*) 

V ( v / \yJ 

donc FM = et ll FM ll = V( x - c ) 2 + y 2 - De même F ' M = (^y C ) 

et ||F'M|| = y/(x + c) 2 + y 2 . Ainsi: 


M ES & ||FM|| + ||F'M|| - 2 a 

||FMjj 2 + ||F'M|| 2 + 2||FM||||F'M|| = 4a 2 
^ 2(x 2 + y 2 + c 2 ) + 2||FM||||F'M|| = 4a 2 
O ||FM||||F'M||=2a 2 -(x 2 + y 2 + c 2 ) 

f ||FM|| 2 ||F'M|| 2 = 4a 4 - 4a 2 (x 2 + y 2 + c 2 ) + (x 2 + y 2 + c 2 ) 2 


r||FM|| 2 ||F'M || 2 

\x 2 + y 2 -f c 2 ^ 2 


||FM|| 2 ||F'M|| 2 = (x 2 + y 2 ■+■ c 2 — 2xc)(x 2 + y 2 + c 2 + 2xc) 
= (x 2 + y 2 + c 2 ) 2 - 4x 2 c 2 , 


NleS ^ 


-4 x 2 c 2 = 4a 4 - 4a 2 (x 2 + y 2 + c 2 ) 


c 2 + U 2 + ^ 2a 2 


x 2 (a 2 — c 2 ) + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — c 2 ) 
x 2 + y 2 + c 2 ^ 2a 2 

^ + w — 1 
Z 2 + y 2 + c 2 ^ 2o 2 


x 2 y 2 

* ^+^ =1 


a 2 6 2 

puisque la condition p + p = 1 implique x 2 + p?y 2 = a 2 donc x 2 + y 2 ^ a 2 (car 
6 < a) et x 2 + y 2 + c 2 ^ g 2 + c 2 < 2a 2 . □ 


Paramétrage. 

Définition 6. 2. Le cercle C de centre 0 et de rayon a est appelé le cercle principal 
de l’ellipse S. 

L’équation x 2 -f- y 2 = g 2 du cercle principal s’écrivant aussi 

x 2 y 2 

- + i T = 1 > 
a z a 1 



156 


CHAPITRE 6. GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE PLANE. 


on voit que l’ellipse se déduit du cercle principal par l’application 

M “ fi) ^ " fi) (6 2) 

définie par 



(affinité orthogonale d’axe Ox et de rapport ~). 

Or l’application 

‘ ^ "W = fi!>) 

x(t) = acost , y(f) = asini (6.3) 

de [0,2 tt[ sur le cercle principal C est une bijection qui définit donc un paramétrage 
de C. Par composition avec l’application (6.2), on donc obtient la bijection suivante 
de [0,2tt[ sur E (voir Fig. 6.1) : 

‘ - "M = fi'!) 

x(f) = acosf, y(t) = bsmt (6.4) 

Dans ce paramétrage de l’ellipse, le paramètre t s’appelle l’angle excentrique. 
Remarque. Un cercle x 2 +y 2 = a 2 peut être considéré comme une ellipse dégénérée 
dont les deux foyers sont confondus en 0 , avec a = b et c = 0 

Définition par foyer-directrice. 

Définition 6. 3. Soit E une ellipse. 

(i) On appelle excentricité de E le rapport 

e — — 0 < e < 1. 

a 

(U) Soit F un foyer de E. On appelle directrice relative au foyer F la perpendiculaire 
à l’axe focal au point d’abscisse x = — = j. 

Théorème 6. 2. Soit E une ellipse, e son excentricité, F un foyer et V la directrice 
relative au foyer F. 

Alors E = {M e F] = e}, où le point H est le projeté orthogonal de M 

surV, i.e. ||MH|| est la distance du point M à V. 

Démonstration. 

On a ||MF|| 2 = (x - c) 2 + y 2 et ||MH|| 2 = (x - £) 2 . 

L’équation ||MF|| 2 = e 2 ||MH|| 2 s’écrit donc 

(*- c ) 2 + ^ = £(*- 7 ) 2 ’ 

soit en développant : 

x V - c 2 ) + y 2 a 2 = a V - c 2 ). 

C’est l’équation (6.1) de l’ellipse, d’où le résultat. □ 
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Propriété de la tangente. 

Théorème 6. 3. Soit S une ellipse de foyers F , F'. Four tout M 6 S, la normale 
et la tangente à £ au point M sont respectivement les bissectrices intérieure et 

extérieure de l’angle (MF, MF') (voir ex. 7.2.). 

Démonstration. 

Utilisons le paramétrage t M(t) (6.4) de l’ellipse £. Le vecteur f,( ^ M est un 
vecteur directeur de la tangente à £. 

Soient u = v = Alors u + v est un vecteur directeur de la bissectrice 



FlG. 6.2: La propriété de la tangente pour l’ellipse. 
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intérieure de l’angle (MF, MF') (voir Fig. G. 2). 11 suffit donc de montrer que 


(u + v 


dOM 

dt 


) = (). 


(6.5) 


L’équation bifocale ||FM|| + ||F'M|| = 2a de € donne par dérivation 

dUFMll d||F'M|| _ 
dt dt 


( 6 . 6 ) 


Comme FM = 



c est la distance focale et i = a cos t, y = 6sin t sont les 


coordonnées du point M, on a ||FM|| = y/(x — c) 2 + y 2 , donc 


<i||FM|| _ { x-c)f t +y d l, _ (FM|^1) _ (n| ®M, 
dt y/(x - c) 2 + y 2 ||FM|| dt 


On a de même ||F'M|| = ^/(x + c) 2 + y 2 , donc 

dUFMH {x+c)% + y% _ (F'M|^M) _ rfOM 

dt ^{ x + c) 2 + y 2 ||F'M|| dt 

L’équation (6.6) donne alors l’équation (6.5). D 

Application. Un rayon lumineux issu de l’un des foyers est réfléchi en un rayon 
passant par l’autre foyer. 


6.1.2 Hyperbole. 

Définition bifocale. 

Soit E le plan affine euclidien, F, F' deux points distincts de E, O le milieu du 
segment [F, F], et c = ||OF|| > 0. 

Soit PL = {M G E] 1 1| MF || - ||MF'|| | = 2a}. Si PL ^ 0 et M €H, on a d’après 
l’inégalité triangulaire | ||MF|| — ||MF'|| | ^ UFF'H, i.e. a ^ c. Donc si a > c,PL = 0. 
Si a — c on & PL = { droite FF 1 } \ { segment ouvert ]F, F'[}, siO<c<cilya deux 
points du segment ]F, F'[ qui appartiennent, à PL, et si a = 0, PL est la médiatrice du 
segment [F, F 7 ]. 

Définition 6. 4. Soit E le plan affine euclidien, F, F' deux points distincts de E, 
O le milieu du segment [F, F 7 ], c = ||OF|| > 0 , et a < c. On appelle hyperbole de 
foyers F, F', de grand axe a et de distance focale c l’ensemble 

K = {M € F; | ||MF|| - ||MF'|| | = 2 0 }. 

Comme dans le cas de l’ellipse, on prend comme origine du plan le point O et 
on utilise un repère orthonormé affine (0,(e!,e 2 )) avec e! = y^pjj , et e 2 vecteur 
déduit de ej par rotation d’angle f . Nous identifions aussi le point M au vecteur 

OM et notons M = 

L’axe focal est la droite FF', de vecteur directeur e! ( axe des x), l’axe non focal 
est la droite perpendiculaire en O, de vecteur directeur e 2 (axe des y). On voit 
comme pour l’ellipse que O est centre de symétrie de PL. Les axes focal et non focal 
sont des axes de symétrie de PL. Il n’y a pas de point de l’axe non focal appartenant 
à PL. Comme pour l’ellipse, il y a deux points A, A! symétriques par rapport à O sur 
l’axe focal appartenant à E : ce sont les deux points d’abscisse ±a. 

On appelle petit axe le nombre b > 0 défini par c 2 = a 2 + b 2 . 
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Équation cartésienne. 


Théorème 6. 4. L’équation cartésienne de l’hyperbole H. de grand axe a et petit 
axe b est dans le repère orthonormé (O, e 1; e 2 ) : 


« 2 b 2 


(6.7) 


Démonstration. 

Dans la base orthonormée choisie, on a OF = Q et OM = 

donc FM = et ll FM ll = V( x ~ c ) 2 + y 2 - De m ême F'M = ^ + 

et ||F'M|| = \/(x + c) 2 + y 2 . Ainsi: 

Men & | ||FM|| — ||F'M|| | = 2a 

O ||FM|| 2 + ||F'M|| 2 - 2||FM||||F , M|| = 4a 2 
2(x 2 + y 2 + c 2 ) — 2||FM||||F'M|| = 4a 2 
<& ||FM||||F'M|| = —2g 2 + (x 2 y 2 + c 2 ) 

I IIFM^IIF'MH 2 = 4a 4 - 4 a 2 (x 2 + y 2 + c 2 ) + {x 2 + y 2 + c 2 ) 2 
|x 2 + y 2 + c 2 ^ 2a 2 . 




Mais 


||FM|| 2 ||F'M|| 2 = (x 2 + y 2 + c 2 - 2xc)(x 2 + y 2 + c 2 + 2xc) 
= (x 2 + y 2 + c 2 ) 2 -4x 2 c 2 . 


donc 


m en & 




— 4x 2 c 2 = 4a 4 — 4a 2 (x 2 + y 2 + c 2 ) 
x 2 + y 2 + c 2 > 2 a 2 

x 2 (a 2 — c 2 ) + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — c 2 ) 
x 2 + y 2 + c 2 ^ 2o 2 


« 


ïl _ — I 

Q 2 b 2 — 1 

x 2 + y 2 + c 2 ^ 2a 2 
2 


x y 
O — - = 1 


a 4 


b 2 


puisque la condition 

„2 _ , a !± fc *„2 


a: 


_ }L - 


f > 2 


= 1 implique x 2 — y 2 = a 2 donc 


x 2 + y 2 = a 2 + a ^ y 2 ^ a 2 et x 2 -f y 2 + c 2 ^ a 2 + c 2 > 2a 2 . 


□ 


Paramétrage. 

Soit M e "H, OM = . Comme l’application t h-» sinh/ = s -~ 2 e est une 

bijection strictement croissante de R sur lui-même, il existe < Ç R unique tel que 
y = fcsinh t. On a alors = 1 H- ^- = 1 -f- sinh 2 < = cosh 2 t (où cosh t = e '+ c ~ t ) donc 
x = eacosh t avec e = ±1. Pour e = ±1 fixé, l’application 
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Fig. 6.3: Branches et asymptotes de Et avec sens de parcours de chaque branche 
dans le paramétrage (6.8). 


x(t) = eacosht, y(t) = bs\nht (6.8) 

est une bijectiori de R sur une partie de l’hyperbole EL, appelée branche. U y a deux 
branches correspondant àe = lete = — 1 respectivement; les deux branches sont 
disjointes et Et est leur réunion (voir Fig. 6.3). 

Supposons e = 1. Avec le paramétrage (6.8), on a 

6(sinh< — cosh t) = — 6e _t —¥ 0 quand t — » -foo, 

6(sinh t + cosh t ) = be { — > 0 quand t — > — oo. 


b 

y — x = 

a 

b 

y+-x = 


La droite y = £ x est donc asymptote de la branche considérée lorsque t — » +oo, et 
la droite y = — ^x est asymptote de la branche considérée lorsque t — > — oo. Pour 
e = —1, les résultats sont inversés: la droite y = — ^ x est asymptote de la branche 
e = — 1 lorsque t -» +oo, et la droite y = | x est asymptote de la branche lorsque 
t — > — oo. On constate donc que la courbe possède 2 asymptotes qui sont les droites 
y = x. Notons que l’équation de l’ensemble des 2 asymptotes s’écrit 


x 


2 




(6.9) 


Définition par foyer-directrice. 

L’excentricité e de l’hyperbole et la directrice associée à un foyer F se définissent 
par les mêmes formules que pour l’ellipse (Définition 6.3). La seule différence est que 
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pour une hyperbole, on a e > 1. Comme dans le cas de l’ellipse, on a: 

Théorème 6. 5. Soit Et une hyperbole, e son excentricité, F un foyer et V la di- 
rectrice relative au foyer F. 

Alors Et = {M € E\ = e}, où le point H est le projeté orthogonal de M 

surV, i.e. ||MH|| est la distance du point M à V. 

Démonstration. 

La démonstration est identique à celle du théorème correspondant pour l’ellipse 
(Th. 6.2), à cela près que dans le cas de l’hyperbole on a b 2 = c 2 — a 2 . On a 
l|MF|| 2 = (x- c) 2 + y 2 et ||MH|| 2 = (x - £ ) 2 . 

L’équation ||MF|| 2 = e 2 ||MH|| 2 s’écrit donc 

(x-c) 2 + y 2 = Ùx-^) 2 , 

soit en développant : 

2/2 2\ I 2 2 2/ 2 2\ 

x (a — c ) + y a — a (a — c ) 

ou encore 

x 2 (c 2 — a 2 ) — y 2 a 2 = a 2 (c 2 — a 2 ). 

C’est, l’équation (6.7) de l’hyperbole, d’où le résultat. O 


Propriété de la tangente. 


Théorème 6. 6. Soit El une hyperbole de foyers F , F'. Four tout M 6 EL, la tan- 
gente et la normale à Et au point M sont les bissectrices intérieure et extérieure de 

l’angle (MF\MF') (voir ex. 7.2). 


Démonstration. 

Utilisons le paramétrage t i-> M(t) (6.8) de l’hyperbole Et. Le vecteur est 
un vecteur directeur de la tangente à S. 

Soient u = ptffp v = ijFKï|p Alors u + v est un vecteur directeur de la bissectrice 

intérieure de l’angle (MF, MF') (voir Fig.6.4). La bissectrice extérieure est perpen- 
diculaire à la bissectrice intérieure. Or le vecteur u — v est orthogonal au vecteur 
u-f v puisque (u-l- v | u-l- v) = ||u|| 2 — ||v|| 2 = 0. Donc u — v est un vecteur directeur 
de la bissectrice extérieure. Il suffit donc de montrer que 


/ dOM o 
(n-vl— ) = °. 


( 6 . 10 ) 


L’équation bifocale de Et est j ||FM|| — ||F'M|| | = 2a. Sur chacune des branches de 
EL, la différence ||FM|| — ||F'M|| qui est une fonction continue du paramètre t est 
constante, égale à 2 a ou —2a suivant la branche. Par dérivation on obtiendra donc 


d||FM|| d||F'M|| _ 

dt dt 


( 6 . 11 ) 


La suite du raisonnement est identique à celui fait pour l’ellipse. Comme 


FM 


fx — c' 

\ y y 


où c est la distance focale et x = ea coshf, y = 6sinh t sont les 


coordonnées du point M, on a ||FM|| = yj{x — c) 2 + y 2 , donc 


dlIFMH (*-c)g + yS = (FM)^M) = dOM 

dt - C f + y - * ||FM|| 1 1 dt 1 
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On a de même ||F'M|| = y/(x + c) 2 + ?/ 2 , donc 

dlIF'MH _ (* + c)£ + y% _ (F-M|^M) = ( ^dOM^ 

dt ^(x + cY + y* ||F'M|| M dt h 

L’équation (6.11) dorme alors l’équation (6.10). O 

Application. Un rayon lumineux issu de l’un des foyers est réfléchi en un rayon 
ayant pour source virtuelle l’autre foyer. 


6.1.3 Parabole. 

Définition, équation cartésienne. 

Définition 6. 5. Soit T> une droite et F un point, F T>. On appelle pambole V 
de foyer F et directiice D l’ensemble des points M du plan équidistants de F et V : 


V = {Me 


F . I|MF|| _ 

’ ||MH|| * 


où le point II est le projeté orthogonal de M sur T>, i.e. ||MH|| est la distance du 
point M àV (voir Fig. 6.5). 

L’excentricité e d’une parabole est définie comme étant égale à 1 : 


e = 1. 
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Soit K le projeté orthogonal du foyer F sur la directrice V. Le milieu O du segment 
[K, F] est un point de la parabole. On prend comme origine du plan le point O et on 
utilise un repère orthonormé affine (O, (e l5 e 2 )) avec ei = .5]p. j, et e 2 vecteur déduit 
de ei par rotation d’angle |. L’axe focal est la droite OF , de vecteur directeur e x 
( axe des z). C’est un axe de symétrie de V . 


Paramètre d’une conique. 

Définition 6. 6. Etant donnée, une conique C (ellipse, hyperbole ou parabole) et F 
un foyer de C, on appelle paramètre de C la distance p à F des points de C dont le 
projeté orthogonal sur l’axe focal est F. 

Pour une conique à centre, i.e. une ellipse ou une hyperbole, l’axe non focal étant 
un axe de symétrie, le paramètre ne dépend pas du foyer utilisé dans la définition. 

Pour une parabole, le paramètre est p — d en posant d = ||KF|| distance du 
foyer à la directrice. Pour une conique quelconque d’excentricité e > 0, le paramètre 
est 



( 6 . 12 ) 


en notant encore d la distance de F à la directrice associée. On a aussi : 


Proposition 6. 1. Soit C une conique à centre, i.e. une ellipse ou une hyperbole, 
de grand axe a, petit axe b. Le paramètre p de C. est: 


b 2 



(6.13) 


Démonstration. 

Soit F un foyer, V la directrice associée et M un point de C dont le projeté 
orthogonal sur l’axe focal est F. On utilise le repère orthonormé direct habituel 
(O, (ei, e 2 )) avec O centre de C et ei = ..^p., . Par définition de p , on a p — ||MF||. 
D’après la définition par foyer-directrice de C , 

p — ||MH||e (6.14) 

où H est le projeté orthogonal de M sur V et e l’excentricité de C. Or 
||MH|| = ||FK||, K désignant le pied de la directrice sur l’axe focal, et 
FK = OK — OF = e x — cei,= e 1( c étant la distance focale. Donc 
||MH|| = ï a ~ c I = et par report dans (6.14), on obtient p = puisque e = |. □ 

» 

Equation cartésienne de la parabole. 

Théorème 6. 7. L’équation cartésienne de la parabole V foyer F et directrice V 
est dans le repère orthonormé (O, (ei,e 2 )) ; 

y 2 = 2 px (6.15) 


où p est le paramètre. 
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Démonstration. 

Dans la base orthonormée choisie, on a OF 

donc FM = Ç x ~ ^ et ||FM|| = y/(x - |) 2 + y 2 . 
et ||F'M|| = y/(x + f ) 2 + y 2 . Ainsi : 


= (|) et OM 
De même HM = 



Mer & ||FM|| = ||MH|| 

« (* - \ f + y 2 = (* + 1? 

& y 2 = 2 px. 


□ 


Paramétrage. 


Soit M £ T, OM = 



D’après l’équation (6.15), l’application 


t m- M{t) 



x(t) = 


2 P 


2/(0 = t 


(6.16) 


est une bijection de R sur V ■ 


tore 
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Fig. 6.6: La propriété de la tangente pour la parabole. 


Propriété de la tangente. 

Théorème 6. 8. Soit V une parabole de foyer F et de directrice V. Pour tout 
M G V, la tangente et la normale à V au point M sont les bissectrices intérieure 

et extérieure de l’angle (MF, MH), où H désigne le projeté orthogonal de M sur D 
(voir ex. 7.2). 


Démonstration. 

Utilisons le paramétrage, t M (t) (6.16) de la parabole V. Le vecteur est 

un vecteur directeur de la tangente à V. 

Soit u = ||fm|| • Le vecteur pjjçfjï n’est autre que le vecteur ej. Donc u + ex est 

un vecteur directeur de la bissectrice intérieure de l’angle (MF, MH) (voir Fig. 6.6). 
La bissectrice extérieure est perpendiculaire à la bissectrice intérieure. Or le vecteur 
u — ex est orthogonal au vecteur u -F ex. Donc u — ex est un vecteur directeur de la 
bissectrice extérieure. Il suffit ainsi de montrer que 


(u - ex 


dOM 
dt ' 


) = 0 . 


(6.17) 


L’équation de V est ||MF|| = ||MH||. Comme FM = 


x 


_ E' 
2 

y , 


, et HM = 


où (x,y) sont les coordonnées du point M, cette équation s’écrit: 



(*-f ) 2 + » a = * + |. 
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D’où par dérivation 


Cela s’écrit 



, ,dOM 
( u| — ) = (ei1 


dOM 

dt 


)• 


D’où l’équation (6.17). D 

Application. Un rayon lumineux issu du foyer est réfléchi en un rayon horizontal 
et réciproquement (miroir parabolique, antenne parabolique). 


6.1.4 Équation d’une conique en coordonnées polaires. 

Rappels. 

Rappelons que, étant donnés un pôle O et un axe polaire orienté Ox de vecteur 
directeur normé i, on appelle système de coordonnées polaires d’un point M tout 
couple (r, 6) € R 2 tel que OM = ru(0) où u(0) = cos0 i + sin 0 j, avec j vecteur 
directement perpendiculaire à i. 

Si (r, 6) est un système de coordonnées polaires de A7, il en est de même de 
((-l) p r, 6 + prr ), Vp € Z. 

Etant donnée une courbe T du plan, une équation en coordonnées polaires de V 
est une équation r = f($) où / est une fonction, définie sur une partie / de R, telle 
que 

r = {M;30e/ OM = /(0)u(0)} 

i.e. E est l’ensemble de points M du plan pour lesquels il existe 6 € / tel que (/(#), 6) 
soit un système de coordonnées polaires de M. 

Si r = f(6) est une équation en coordonnées polaires de T, et si M est un point 
de E, il existe 6 G I tel que le couple soit un système de coordonnées 

polaires de M. Pour tout p G Z, ((— 1 ) p /(#),$ + pn) est alors un autre système 
de coordonnées polaires de ce même point M. Si l’on pose ip = 6 + p7r, ce dernier 
système est (( — l) p f((p — pfi-), <p). 

Il en résulte que, pour tout p € Z, l’équation r = (— l) p J (0 — prr) est une autre 
équation en coordonnées polaires de la même courbe T. En particulier en prenant, 
p = 1 } r = —f(0 — 7r) est une autre équation en coordonnées polaires de F. 


Équation d’une conique. 

Soit F une conique qui n’est pas un cercle, F un foyer et V la directrice associée. 
On prend comme pôle O = F et comme axe polaire orienté OK, K étant le projeté 
orthogonal de F sur V. Comme plus haut, i est le vecteur unitaire de l’axe polaire 
orienté, et j le vecteur directement perpendiculaire à i. 

Théorème 6. 9. Dans les conditions ci-dessus, une équation en coordonnées po- 
laires d'une conique F d’excentricité e esl 

_ P 
1 + e cos 6 

où p — ed est le paramètre de la conique F, d étant la distance du foyer à la directrice 
associée. 
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Soit / un polynôme de degré 2 en x,y : 

f(x, y) = ocx 2 + 2/3xy + 7 y 2 + Sx + ey + r/ 


avec <*,/?, 7, Æ,e, 77 G K et. a, /?, 7 non /mis trois nu/s. Soit 

C={lf;OM=Q;/(.,j)=0}. 

Nous allons étudier l’ensemble C. 

Soit 

ç(OM) = ax 2 + 2(3 xy + 7 ?y 2 
la partie homogène de degré 2 de /. On a 

«c om >=‘GM3 


(6.21) 


avec 


A = 



La matrice A est symétrique réelle, donc orthodiagonali sable. Soit (fi,f2) une base 
orthonormée de R 2 diagonalisant A , i.e. formée de vecteurs propres de A, et P la 
matrice de passage de la base orthonormée (e 1 ,e 2 ) à la base (fi,f 2 ). La matrice P 
est orthogonale et l’on a: 


l PAP = 



( 6 . 22 ) 


avec A,/i G R. Les deux nombres ne sont pas simultanément nuis puisque la 
matrice A est non nulle. Si (X, Y) désignent, les coordonnées de OM dans la base 

(fi, fa). on a 



(6.23) 
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donc 


ç(OM) = 



XX 2 + pY 2 . 


Par ailleurs, Sx + ey est de la forme 2 qX + 2<rY d’après (6.23). Finalement 


/(.-r, y) = XX 2 + p Y 2 + 2 qX + 2 aY + rj t 


i.e. C est l’ensemble des points du plan dont les coordonnées (X, Y) par rapport au 
repère orthonormé (O, (fi,f 2 )) vérifient l’équation 

AX 2 + pY 2 + 2 qX + 2<rY + rj = 0. (6.24) 


1er cas: l’un des deux nombres A ,p est nul. On peut supposer 

A = 0,/i ^ 0, le raisonnement étant analogue si c’est p qui est nul. L’équation 
(6.24) s’écrit alors 

li(Y +-y+2 e X + V - — = 0. (6.25) 

P P 


Si g 0, (6.25) s’écrit : 


a . 


V 


< 7 ‘ 


C’est l’équation d’une parabole dont le sommet fi a pour coordonnées 


- -à + fc 

Yn = 


q_ 

H- 


Le paramètre est p = | *| . 

• Si e = 0, (6.25) s’écrit: 

2 2 

C est donc l’ensemble vide si ^ ^ , la droite Y = —^ si ^ ^ , et enfin l’ensemble 

des deux droites parallèles Y + ^ ^ si 

2ème cas : A p 7 ^ 0. L’équation (6.24) s’écrit alors 

Apf + f) 2 +MV' + -) 2 + r)-^-- = 0 (6.26) 

A P A p 
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ou encore 

X(X - An) 2 + f i(Y - Vh) 2 + t = 0 (6.27) 


en notant O le point de coordonnées 


/ An 

l % 



et. 


É> 2 <7 2 

rmn -T"T 


• Si r = 0, C <st l’ensemble des deux droites Y — Vh = ±y — ^ ( X — An) dans 
le cas A/i < 0, et C est réduit au point il si X/j, > 0. 

• Si r ^ 0, C est l’ensemble vide si A et y sont tous deux du signe de r, 
une ellipse (éventuellement dégénérée en cercle) si A et // sont tous deux du signe 
contraire de r, et une hyperbole si A et p sont de signes contraires. 

Remarque. Dans le cas où C est une ellipse ou une hyperbole, les coordonnées 
(^n ,2/n) du centre Q sont les solutions du système 


{ 


U = 0 
P = 0. 

ov 


(6.28) 


En effet, d’après (6.27), le changement de variable (6.28) dans f(x,y). a donné 


f( x i y) — .(/(A, Y) 


avec 


g(X, Y) = A( X - x a f + /x(y - vy 2 + r . 

D’après (6.29), An, Vh sont les solutions du système 


{ 


J& = 0 

% _ 0 
a y — u • 


(6.29) 


(6.30) 


Mais le changement de variable (6.23) donne par différentiation 


dg 

dX 


dg_ 

ÔY 


df dx df dy 


dx c)X dy dX 

df t ,df , 

d~x P ' + dy P 1 
d f dx df dy 

faW + fhjW 

df , df 2 


i.e. 



(6.31) 


en notant 1 ^ t, j ^ 2 les coefficients de P. Comme P est inversible, les systèmes 
(6.30) et (6.28) sont équivalents et donc xn,x^ sont les solutions du système (6.28). 
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6.2 Cercles. 

Soit. E le plan euclidien muni d’un repère orthonormé (0, (ei,e 2 )) et notons 
(x,y) les coordonnées d’un point. M : 


OM = 


= xei + ye 2 . 


6.2.1 Équation cartésienne. 

Le cercle de centre le point I de coordonnées (a, b) 

V 


oi = 


b) ’ 


et de rayon R > 0 est l’ensemble C.(l , R.) des points M tels que ||IM|| 2 = R 2 . Son 
équation est 

(x - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 . 

Proposition 6. 2. Soient a,b,c G K- L’ensemble des points M du plan dont les 
coordonnées (x,y) vérifient l’équation 

x 2 + y 2 — 2 ax — 2 by + c = 0 (6.32) 

est un cercle de rayon R = y/ a 2 + b 2 — c et de centre le point l de coordonnées (a, b) 
si a 2 + 6 2 ^ c, et est l’ensemble vide sinon. 

Démonstration. 

L’équation (6.32) s’écrit en efTet : 

(x — a) 2 + (y — b) 2 = a 2 +b 2 — c. 

□ 


6.2.2 Puissance d’un point par rapport à un cercle. 

Soit T le cercle d’équation (6.32) avec a 2 + 6 2 ^ c, / son centre et R son rayon. 
Pour tout point M de coordonnées (x,?/), notons 

Vr{M) — x 2 -f y 2 — 2 ax — 2 by + c. (6.33) 

Lemme 6. 1. Pour tout point M du plan on a Pr(M) = ||IM|| 2 — R 2 . En particu- 
lier, Vr{M) ne dépend pas du repère orthonormé utilisé, et 

{ 0 si M G T 
> 0 si ||IM|| > R 
< 0 si ||IM|| < R. 

Démonstration. 

On a en effet 

||IM|| 2 - R 2 = (x - a) 2 + (y - b) 2 - (a 2 + b 2 - c) = x 2 + y 2 - 2ax - 2 by + c. 

□ 

Définition 6. 7. La fonction Vr : Mh Vr{M) s’appelle la puissance par rapport 
à T, et Vr (M) la puissance de M par rapport à T. 
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Fig. 6.10: Puissance d’un point par rapport à un cercle. 


Proposition 6. 3. Soit T = C(I,R) un, cercle de centre I et de rayon R. Si une 
droite issue d’un point M rencontre P en deux points P,Q (eventuellement confon- 
dus), on a: 

V r (M) = (MP|MQ). 


Démonstration. 

Soit Q' le point diamétralement opposé à Q (voir Fig. 6.10). 
On a MP = MQ' + Q'P. Si P ^ Q, le triangle QQ' P est rectangle en P, donc 
le vecteur Q'P est orthogonal au vecteur MQ. Cette dernière propriété est encore 
vraie si P = Q. Donc dans les deux cas (Q'P|MQ) = 0. On en déduit : 


(MP|MQ) 


(MQ'|MQ) + (Q'P|MQ) 
(MQ'|MQ) 

(MI + IQ'IMI + IQ) 
(MI-IQ|MI + IQ) 
||MI|| 2 - R 2 
V r (M). 


□ 


6.2.3 Axe radical. 

Axe radical de 2 cercles. 

Définition 6. 8. Soient T, T' deux cercles dont les centres /, P sont distincts. On 
appelle axe radical de T et T' l’ensemble A des points M du plan qui ont même 
puissance par rapport à T et T' : 

A = (M; V r (M) = V r -(M)}. 


Lemme 6. 2. L’axe radical de deux cercles dont les centres sont distincts est une 
droite perpendiculaire à la droite joignant les centres. 
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FiG. 6.11: Axe radical de deux cercles sécants ou tangents. 


Démonstration. 

Dans le repère orthonormé (0,(ei,e 2 )) les cercles F et V ont pour équations 
respectives x 2 -j- y 2 — 2 ax — 2by + c = 0, x 2 + ï/ 2 — 2 a'x — ‘2b'y + d — 0, et 1 on 
a pour un point M de coordonnées (x,y) : Vv(M) = x 2 + y 2 - 2 ax — 2by + c, 
Tr'(M) = x 2 + y 2 — 2a' x — 2 b'y + c'. Donc 

A = { M ; 2{a! — a)x + 2(b' - b)y + c - c = 0}. 


C’est une droite perpendiculaire au vecteur 


11 = 



? 


I et T de coordonnées respectives (a, b) et (a', 6') désignant les centres des cercles T 


et F. 


□ 


Centre radical de 3 cercles, application à la construction de l’axe radical 
de 2 cercles d’intersection vide. 

Proposition 6. 4. Soient V, T', F” 8 cercles dont les centres respectifs I, /” sont 
non alignés (en particulier deux-à-deux distincts). Soient A l’axe radical de F et T', 
A' l’axe radical de T' et F”, A” l’axe radical de F” et T. Alors les 3 axes A, A', A” 
son/ concourants. 

Démonstration . 

Par définition, A est l’ensemble des points M tels que Vr (M) = Vr'(M). De 
même. A' est l’ensemble des points M tels que Vv{M) — Tp’(M) et A” est l’en- 
semble des points M tels que Vr’(M) - Vr(M). Comme les 3 centres 11 e sont pas 
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c 



FiG. 6.12: Centre radical de 3 cercles. 


alignés, A et A' ne sont pas parallèles. 11 est alors immédiat que leur point d’inter- 
section M vérifie Vr(M) = Il est donc sur A”. □ 

Définition 6. 9. Dans les conditions de la. proposition précédente, le point de 
concours des 3 axes radicaux s’appelle le centre radical des 3 cercles T, T', T”. 

Application. Soient F et T' deux cercles de centres respectifs I, I' et dont l’inter- 
section est vide. On prend un cercle T” dont le centre /” n’est pas aligné avec I et 
I', et tel que T H T” ^ 0 et F' fl F” ^ 0 . Le point d’intersection C des axes radicaux 
A” de T et T”, et A 7 de F' et F”, est le centre radical de 3 cercles. C’est donc un 
point de l’axe radical A de T et F 7 . Par conséquent A est la perpendiculaire à la 
droite des centres IV passant par C (voir Fig. 6.12). 

6.2.4 Faisceaux de cercles. 

Définition d’un faisceau de cercles. 

Soient T et T' deux cercles, de centres I et V distincts. Leurs équations respectives 
sont 

V r (M) = 0, Vr'(M) = 0. 

On considère l’ensemble des points M tels que 

A V r (M) -f V Vr(M) = 0 (6.34) 

où A, A' 6 M sont des paramètres non tous deux nuis. 

Si A + A' = 0, (6.34) est l’équation de l’axe radical A de F et F 7 . 
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Si A + A' ^ 0, en divisant (6.34) par A + A', on peut supposer A + A' = 1, i.t. 
X' = 1 - A. L’ensemble considéré a donc pour équation 

Wr (M) + (1 - X)Vr'(M) = ü (6.35) 

avec A paramètre réel. Introduisons un repère affine orthonormé (O, (i, j)) tel que le 
point O soit le point d’intersection de la ligne des centres I P avec l’axe radical A 
de F et F, que l’axe des x soit la ligne des centres et l’axe des y l’axe radical. Si M 
est un point de coordonnées (x,y) dans ce repère, 

Vr (M) = x 2 + ?/ 2 — 2 ax + 7 

Vr>{M) = x 2 + y 2 - 2 ax + 7' 

où (a, U) et (a',0) sont les coordonnées de I et V respectivement. Alors Tr(O) = 7 
et Vr'(O) = 7'. Or O € A, donc V r {0) = Tr{0), i.t. 7 = 7'. L’équation (6.35) 
s’écrit alors : 


x 2 + y 2 — 2(Aa + (1 - A )a)x + 7 = 0. (6.36) 


L’ensemble défini par cette équation est un cercle T* si 

(Aa + (1 -A)a ') 2 ^7 


(6.37) 


et est l’ensemble vide sinon. 

Définition 6. 10. Soient F et F deux cercles non concentriques, d’équations res- 
pectives 

Tv(M) = 0, P r {M) = 0. 

On appelle faisceau de cercles défini par F et. T 7 l’ensemble de tous les cercles qui 
ont une équation de la forme (6.35) pour un certain A 6 i. 

Le faisceau de cercles défini par F et F est donc l’ensemble des cercles dont 
l’équation dans le repère (0,(i,j)) est (6.36), avec A astreint à vérifier la condition 
(6.37). 

Le centre du cercle F> est le point I\ de coordonnées (A« + (l — A)a' , 0). Le point 
I\ est le barycentre des points / et P affectés des coefficients respectifs A et 1 - A. 
Si r>, et r> 2 (A! ± A 2 ) sont deux cercles distincts du faisceau, I ^ ^ / >2 puisque 
l’équation Ai« + (1 — Aj)g' = A 2 a + (1 — A 2 )a', qui s’écrit (Aj — A 2 )a = (Aj — A 2 )g , 
est impossible car a ^ a 1 . Si la condition (6.37) est vérifiée pour tout A (E K, quand 
A varie, le barycentre /> peut être un point quelconque de la droite I P. Le rayon de 
T \ est 

Rx = v/(*« + 0 - W-7- (6-38) 

Proposition 6. 5. Considérons le faisceau de cercles defini par deux cercles non 
concentriques T et F d’axe radical A. 

(i) Un cercle C appartient au faisceau si et seulement si il n’est pas concentrique 
avec T et A est l’axe radical de F et C. 

(H) Tout couple de cercles distincts du faisceau a pour axe radical A. 

(iii) Si T x t et F> 2 (X\ / A 2 ) sont, deux cercles distincts du faisceau, le faisceau 
défini par Ta, et F> 2 est le même que le faisceau défini par F et V. 
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Démonstration. 

(i) On a vu que si l\ et V > 2 (Ai ^ A 2 ) sont deux cercles distincts du faisceau, 
A, ^ / a 2 . En prenant A 2 = 1, i.e. r > 2 = T, on obtient que tout cercle du fais- 
ceau distinct de T est non concentrique avec T. Maintenant, soit C un cercle non 
concentrique avec T. L’axe radical de P et T' a pour équation 

V r {M) - Vp'(M) = 0. 

L’axe radical de C et T a pour équation 

Pc(M) - V r {M) = 0. 

Or deux droites coïncident si et seulement si leurs équations sont proportionnelles. 
Donc les axes radicaux coïncident si et seulement si il existe u (E R* tel que 

V C {M) - T r {M) = v ( P r (M ) - P r .(M)) VM, 

i.e. 

Pc{M ) = (1 -f v)Vv (M) - vVr >{M) VM. 

Cela s’écrit avec A = 1 + u : 

V C (M) = A-pr(M) + (1 - A)-pr'(M) VM. 

Donc les axes radicaux coïncident si et seulement si il existe A ^ 1 tel que C = T*. 

(ii) Soient T*,, deux cercles du faisceau. Ils ne sont pas concentriques. D’après 
(i), A est l’axe radical de r>, et T. C’est aussi celui de T > 2 et T. Donc les points de 
A ont même puissance par rapport à P*, et P > 2 ce qui implique que l’axe radical de 
1\ et Pa 2 est A. 

(iii) Considérons un cercle du faisceau défini par P a, et T a 2 . Son équation est 
^r M (M) + (l-A )^ 2 (M) = 0, pour un certain A € R, i.e. 

(AA, + (1 - A)A 2 ) T r {M) + (A(l - A,) + (1 - A)(l - A 2 ))7V(M) = 0. 

Comme AA, + (1 — A)A 2 + A(1 — A,) -f (1 — A)(l — A 2 ) = 1, le cercle appartient 
au faisceau défini par P et T'. Réciproquement, on a par définition de la puis- 
sance Vr Xl = -^1 A’r + (1 — ^\)Pr' et Vr X2 — A 2 'Pr + (1 — A 2 )7 ? r'- On en déduit 
(1 - A 2 )7>r x , - (1 - A,)7¥* = (A, - \ 2 )Vr et A 2 P r>1 - A, Vv ^ = (A 2 - h)Vr; 

donc, puisque A, — A 2 ^ 0, T et V appartiennent au faisceau défini par Ta, et Ta 2 . 
Il en résulte alors comme plus haut que tout cercle du faisceau défini par P et T' 
appartient au faisceau défini par Ta, et T \ 2 . Les deux faisceaux sont donc égaux. □ 

Définition 6 . 11. Considérons le faisceau de cercles défini par deux cercles non 
concentriques T et T' d’axe radical A. On appelle A l’axe radical du faisceau. 

Classification des faisceaux de cercles. 

Considérons le faisceau de cercles défini par les deux cercles non concentriques 
T et T'. Il y a 3 cas à distinguer. 

► 7 < 0. Dans ce cas la condition (6.37) est réalisée cjuel que soit A € R. 

De plus Pr(0) < 0 et Pr'(0) < 0, donc le point O est intérieur aux deux cercles 
T et T'. L’axe radical de T et V rencontre donc T en 2 points A et B qui sont 
alors nécessairement les points d’intersection de T et TL Pour tout A € R, le cercle 
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Ta passe par A et par B puisque Vr{A) = Vr'(A) — 0 et Pr{B) — Tr '(B) — 0. 
Réciproquement, si un cercle C passe par A et par B , les points A et B sont communs 
au 3 cercles F, T ’ et C , donc la droite AB est l’axe radical de deux quelconques d’entre 
eux. En particulier, le centre de C est situé sur la droite I V . Le centre de C. est donc 
h pour un certain A. Les deux cercles C et F A ont le même centre et passent tous 
les deux par les points A et B , donc il coïncident. 

Ainsi la famille des cercles r>, A G R, est celle de tous les cercles passant par 
les deux points A et B. L’axe radical du faisceau est la droite AB. On dit que le 
faisceau est un faisceau de cercles sécants. 



7 = 0. La condition (6.37) est encore réalisée quel que soit A € R. De plus 
T et T' passent par O, et comme O est sur la droite //', ils sont tangents en O à 
A. Ta passe aussi par O, et, étant centré sur l’axe de x, il est aussi tangent en O à 
A. Réciproquement, si C est un tel cercle, son centre est: I\ pour un certain A. Les 
deux cercles C et Fa ont le même centre et passent tous les deux par l’origine, donc 
il coïncident. 

Ainsi la famille des cercles Fa, A G R, est celle de tous les cercles passant par 
l’origine O et tangents en O à A. C’est aussi la famille de tous les cercles tangents 
en O et dont deux quelconques d’entre eux ont pour axe radical A. On dit que le 
faisceau est un faisceau de cercles tangents dont l’axe radical est A. 

► 7 > 0. Dans ce cas le point O est extérieur au deux cercles T et T'. Cela 

implique que T O F' = 0. La condition (6.37) n’est pas toujours réalisée. Elle s’écrit 

|Ag + (1 - A)a'| ^ y"?- (6-39) 

L’abscisse de h est donc dans l’intervalle] -oo, -yfy] ou dans l’intervalle [yfÿ, +oo[, 
et peut être un point quelconque de ces intervalles. Le rayon du cercle Ta est donné 
par la formule (6.38) i.e. 

Rl + 7 = (Afl + (1 - AK) 2 = IIOIaII 2 - 


(6.40) 
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En particulier, on voit que lorsque est l’un des points A ou 13 de coordonnées 
respectives ( — A y ç ÿ, 0) et U), le rayon de Fa est nul. Les points A et B sont des 
points limites , et on dit que le faisceau est un faisceau à points limites. D’après la 
Prop. 6.5, le faisceau à points limites A , B est aussi le faisceau défini par les deux 
cercle-points (de rayon nul) {/4} et. {B}. 

Soit C 0 le cercle de centre O et de rayon ^fÿ. Un cercle C appartient au faisceau 
si et seulement si son centre I est sur l’axe des x et est lié à son rayon par l’équation 
(6.40). Cela signifie que le cercle est orthogonal au cercle C 0 . Le faisceau est donc 
l’ensemble des cercles orthogonaux au cercle C(, et dont le centre est sur l’axe des x 
(voir Fig. 6.13). 


6.3 Sections planes d’un cône de révolution. 


Le traitement analytique de cette section est inspiré de [1], p.197. Pour une 
démonstration purement géométrique utilisant les sphères inscrites tangentes au 
plan sécant (démonstration de Dandelin), voir [12], p. 184 - 187. 

Soit (O, (ei, e 2 , e 3 )) un repère orthonormé de R'' et C un cône de révolution 
de sommet l’origine O, et, dont l’axe est le vecteur e 3 , ayant pour ouverture a 
(0 < o < |). L’équation du cône C est 

(OM|e 3 ) 2 = ||OM|| 2 cos 2 a (6.41) 

ou encore en notant ( x,y,z ) les coordonnées de M 

z 2 tan 2 a = x 2 + y 2 - 

Le. cône C a deux nappes dont les équations sont 

(OM|e 3 ) = e||OM||cosa (6.42) 


avec e = 1 pour la nappe supérieure (correspondant à z ^ 0) et c = — 1 pour la 
nappe inférieure (correspondant à z ^ 0). 

Soit fl un plan ne passant, pas par O et f 3 un vecteur unitaire normal à II, orienté 
de sorte que l’angle non orienté fl des vecteurs e 3 et f 3 défini par 
(e 3 |f 3 ) = cos fl, 0 ^ fl < 7T, vérifie 0 ^ fl ^ | (voir Fig. 6.14). Par rotation 
des axes x, y autour de l’axe des z, on peut supposer que le plan (O, e 3 ,f 3 ) est le 
plan x, z. 

Soit A la droite intersection de 11 avec le plan (O, e 3 ,f 3 ), fi un vecteur unitaire 
de A, et f 2 tel que (fi,f 2 ,f 3 ) soit une base orthonormée. 

Soit O' l’un des points d’intersection de A avec le cône. Nous utiliserons le repère 
orthonormé (O', (fi, f 2 ,f 3 )) (voir Fig. 6.15 dans le plan (0,e 3 ,f 3 )). On notera (£, rj, () 

( £ si II fl\ 

0 I , avec 

cos fl J 

e = ±1. £ dépend du choix de l’orientation du vecteur fi. On peut supposer ce 
vecteur choisi de sorte que £ = 1. 


Ainsi e 3 = 





O'O = 


(«,c G 



OM = I y | . L’équation du cône (6.41) s’écrit donc: 
kC~ c j 
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Fig. 6.15: Section d’un cône de révolution. Figure dans le plan (O, e 3 ,f 3 ). 
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((£ - a) sin/? + (c - c) cos fl) 2 = ((£ - a) 2 + rj 2 + (C - c) 2 )cos 2 a. 

L’équation de l’intersection du cône C. avec le plan II est obtenue en faisant ( - 0 
dans l’équation ci-dessus. C’est; donc: 

((£ - a) sin fl - ccos fl) 2 = ((£ - a) 2 + r/ 2 + c*)cos 2 a. (6.43) 

Cette équation s’écrit 

£ 2 sin 2 /? - 2£ sin fl(asmfl + ccos fl) + (asin/? + ccos fl) 2 

(£ 2 - 2£a + rj 2 + a 2 + c 2 )cos 2 a 

ou encore 

£ 2 (cos 2 a - sin 2 /?) + 2£((0'0|e 3 ) sin/? - acos 2 a) + r/ 2 c.os 2 a = 0 (6.44) 

puisque 

(a sin/? + ccos/?) 2 — (a 2 + c 2 )cos 2 a = (CyOfes) 2 — ||0 , 0|| 2 cos 2 or = 0 

car le point O' est sur le cône donc vérifie l’équation (6.41). 

Comme d’après (6.42) 

(0'0|e 3 ) = — (00'|e 3 ) = -e||0'0|| cosa 

avec e = ±1 suivant la nappe de cône sur laquelle est le point O ' , l’équation (6.44) 
s’écrit en posant e = — - £ : 

£ 2 (1 - e 2 ) - 2£(e||0 , 0||e + a) + r, 2 = ü. 

Si l’on pose p = c||0'0||e 4- a, on obtient finalement 

f 2 (1 - c 2 ) - 2£p + rf = 0. (6.45) 


• 1er cas : e = 1 , i.e. | - fl = a. L’équation (6.45) est : 

V 2 = 2 Pt- 

C’est, l’équation d’une parabole. La droite A est parallèle à l’une des deux génératrices 
du cône située dans le plan (£,(), et. O' est l’unique point d’intersection de A avec 
le cône. On a p < ü si O' est sur la nappe inférieure (c = — 1) et p > 0 si O' est sur 
la nappe supérieure (e = -f 1). La parabole a pour paramètre |p|, elle est dirigée vers 
les £ < 0 si O' est sur la nappe inférieure et vers les £ > 0 si O' est sur la nappe 
supérieure. 

• 2ème cas : e ^ 1, i.e. § - fl ^ a. L’équation (6.45) s’écrit dans ce cas : 


f -2^ 


1 - e 2 


T 

1 - e 2 



(6.47) 
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avec a = yMj et 6 = = fl\/l — e 2 - C’est l’équation d’une ellipse dont le grand 

axe est a et le petit axe b. 

Si e > 1 , i.e. f — P < a, l’équation (6.-16) s’écrit : 


X 2 

a 1 



(6.48) 


avec a = et b = = a\/ e 2 — 1 . C’est, l’équation d’une hyperbole dont le 

grand axe est a et le petit axe b. 


6.4 Mouvement à accélération centrale en 

6.4.1 Énergie. 

Repère galiléen. 

Dans l’espace affine euclidien R 3 , soit 7Z = (0, (ej , e 2 , e 3 )) un repère orthonormé. 
Les fonctions introduites sont supposées de classe C 2 . 

Si v(t) = x(t) ej + y{t) e 2 + z(t) e 3 est un vecteur de l’espace vectoriel R 3 , nous 
utiliserons la notation j^) n pour désigner le vecteur ^ ei + ^ e 2 + ^ e 3 lorsqu’il 
faudra souligner que l’on dérive par rapport au temps t les composantes dans 71 du 
vecteur v. 

On dit que 71 est un repère galiléen si le mouvement par rapport à 7 Z d’un point 
matériel quelconque M(t) de masse m soumis à chaque instant t à une force F(t) 
vérifie le principe fondamental de la. dynamique du point matériel : 

F = mT (6.49) 

où T = ) désigne l’accélération de M par rapport à TZ. 

Soit 71 = (0,(e!, e 2 ,e 3 )) un repère galiléen et 7Z X = (Oi(t), (fi(t), f 2 (t), f 3 (t))) un 
repère orthonormé mobile quelconque. Si (£(£), r/(£), £(t)) désignent les coordonnées 
dans 7èi d’un point mobile A/(t), on a 


OiM = £ fi + r/ f 2 + C C3 
OM = OOj + + r/f 2 + Cfs 


donc 


/ t/OM 

V di 


■R 


Cela s’écrit 


(dOOA dt dr, d( 

v* - /* + Tt i + Tt 2 + Tt* 



+ c 



(6.50) 


V(M/K) = V(M/7l 1 ) + V e (M/7Z) 


où V(M/ TZ) = est la vitesse de M par rapport à 7 Z, 


édOjM\ 

V dt J 





(6.51) 


V(M/7Z l ) = 
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est la vitesse de M par rapport à 7Z \ , et 

/ dOO, 

v e (M/n) = 


dt 




n 


( dï\ \ / dï 2 N / df 2 \ 

\ dl ) n \dt ) n \dl ) n 


est la vitesse au temps t du point fixe dans 7Z\ qui coïncide avec M(t) au temps t 
(ce point ne coïncide en général plus avec avec M(s) au temps s > t). On dit que 
V e (M/7Z) est la vitesse d’entraînement. Le mouvement de 7Z\ par rapport à R est 
le mouvement d’entraînement. 

Si le mouvement d’entraînement est un mouvement de translation rectiligne uni- 
forme, i.e. tous les point de 7Z\ ont la même vitesse constante k par rapport à 71, 
on a pour tous points A, B fixés de 7Zi 

AiAB\ /»B\ =k _ k = 0 . 


V dt 

En particulier (^-) K 




dt J n 


V dt ) 


72 


/ dOM \ 

\ dt. ) n 


K, ^ f , d C f 

" k+ Æ fl+ dT 2 + Â f * 


et 


/^OMN 

\~dP~J-. 


_^ f , A f , ^ 2 C f _ . 
dP fl + æ t2 + dP f3 ~ V 


(d 2 OjM^ 


dP 


^ UI/ U/l/ Wt/ y 1X1/ y ^ 

i.e. l’accélération T(M/7Z) de M par rapport à 71 est égale à l’accélération T(M/7Zi) 
de M par rapport à 7l\. Il en résulte que le mouvement de M par rapport, à 7l\ 
vérifie (6.49), donc 71 1 est galiléen. 

Réciproquement, supposons queTêi soit galiléen. D’après le principe fondamental 
(6.49) valable pour 7Z\ puisque 7Z-i est galiléen, un point A fixé de 7Z\ n’est, soumis à 
aucune force car son accélération par rapport, 7Z t est nulle. Comme A n’est soumis à 
aucune force et que 7Z est galiléen, l’accélération de A par rapport 7Z est aussi nulle 
d’après le principe fondamental (6.49) valable pour 7 Z. La vitesse V(A/7Z) de A par 
rapport à 7 Z est donc un vecteur constant A et par intégration il existe un vecteur 
k ,4 tel que 

OA = t \ A + k A Vf . 

Pour tous point A, B de 7Zi , on aura donc 

AB = OB - OA = t (V B - \ A ) + k B - k A Vf . 


D’où 

Il AB || 2 = f 2 ||Vfl - V^ll 2 + 2l(y b - y A \k R - k A ) + \\k B - k A \\ 2 Vf . 

Comme ||AB|| 2 est une constante puisque A et B sont fixes dans 7?i , nécessairement 
y B— y A = 0. Tous les points de 7?i ont, donc la même vitesse constante par rapport à 
7 Z. Le mouvement de 7Z\ par rapport à 71 est un mouvement de translation rectiligne 
uniforme. 

On a donc obtenu : si 71 est un repère galiléen, les autres repères galiléens sont 
exactement les repères dont le mouvement par rapport à 71 est un mouvement de 
translation rectiligne uniforme. A noter que l’existence d’un repère galiléen est un 
postulat de la Mécanique Classique. Le terme galiléen est choisi pour rappeler qu’on 
se place dans le cadre de la Mécanique Classique, où il est supposé exister un temps 
universel pour tous les observateurs, et non dans le cadre de la Mécanique Relativiste. 

Décider qu’un repère donné est ou non galiléen est une question d’approximation. 
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Exemples usuels de repères galiléens approchés. 

Le repère ayant pour origine le centre de gravité du système solaire et pour 
axes trois directions stellaires peut être considéré comme galiléen. C’est le repère de 
Copernic. 

Le repère ayant pour origine le Soleil (assimilé à son centre de gravité) et pour 
axes trois directions stellaires est une bonne approximation de repère galiléen pour 
l’étude des planètes. C’est, le repère de Kepler. 

Champ central. 

Dans l’espace affine euclidien K 3 , on considère le mouvement par rapport à un 
repère orthonormé K = (O, (ej, e 2 , e 3 )) d’un point M(t) de masse m sur lequel 
s’exerce un champ de forces central de pôle l’origine O, et en ^ . La force qui s’exerce 
sur le point M est 

Fm = -4 u (6.52) 

r z 

où u = | , r — ||OM||, et k est une constante ÿé 0- Si k > 0, il y a attraction ; si 
k < 0, il y a répulsion. 

Dans toute la suite de cette section, nous ferons l’hypothèse suivante. 

Le repère "R = (O, (ei, e 2 , e 3 )) est galiléen. (6.53) 


Exemples. 

1) Une masse p placée en O engendre dans R 3 \ {0} un champ de gravitation 
dont la valeur au point M est 

Gm = ~tu (6.54) 

r l 

où Ç est la constante de gravitation universelle {G ~ 6.67 ■ 10“ 11 dans le système 
international SI). Le champ de forces qui s’exerce sur le point M de masse m est 
alors : 

Fm = -^u. (6.55) 

r £ 


Il y a attraction. 

2) Une charge électrique Q placée en O engendre dans R 3 \ {O} un champ 
électrique (champ de Coulomb) dont 1a. valeur au point M est 


E m = 


Q 

47rco r 2 


(6.56) 


où la constante 47rCo est appelée la permittivité du vide (47rc<j « 1.113 • 10 -, ° dans 
le système SI, soit fa 8.9847 10° SI). Le champ de forces qui s’exerce, sur le 

point M ne dépend pas de la masse m mais de la charge q de M et est alors : 


Fm — 


Qq 


47reo r 1 


u. 


(6.57) 


Il y a attraction ou répulsion suivant que les charges Q, q sont de signes contraires 


ou non. 
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Remarque: problème à deux corps. 

Dans les deux exemples physiques précédents, l’hypothèse (6.53) n’est vérifiée 
qu’approximativement. On néglige en effet, l’action de la masse ( resp : charge) mobile 
M(t) sur la masse (resp: charge) O. La loi de la gravitation universelle (resp: la 
loi de Coulomb) dit qu’il y a interaction. Le problème réel est un problème à deux 
corps. Nous allons examiner le problème à deux corps dans le cas de la gravitation, 
le cas du champ de Coulomb étant analogue. 

On introduit un repère galiléen TZo = (fî, (ej, e 2 , e 3 )) auquel seront rapportés les 
mouvements de O et M. Les deux masses ponctuelles p placée en O et m placée en 
M exercent l’une sur l’autre deux forces opposées. La force exercée par O sur M est 
Fjvj donnée par (6.55) et la force exercée par M sur O est Fo = -F^. 

► Mouvement par rapport au centre de gravité. 

Soit G le barycentre des points O et M affectés de leur masse respective. Par 
définition, 

DG = — - — (a DO + rafiM). 

p + m 

En dérivant 2 fois par rapport au temps t, on obtient 

r(G/7Jo) = —i— (i^rio/Ko) + mr(M/n 0 )). 

p + rri 

Or d’après le principe fondamental (6.49) valable pour TZo, 


pT(0/7 ?<,) = Fo 
mT(MI'R.o) = F m 

donc 

r(G/Ko ) = 0. 

Il en résulte immédiatement que le mouvement du repère 7 Zc — (G, (ei,e 2 , e 3 )) par 
rapport à 7èo est un mouvement de translation rectiligne uniforme, et donc que le 
repère 7Zq est galiléen. On a 


GM - DM — DG = — - — (DM - DO) - — ^ — OM. 


p + m 


p + m 


D’où 


m. 


l|OM|| = (1 + — )||GM|| , 

r 


i.e. 


m. 


r = (1 + — )r G , 
P 


avec r = ||OM|| et rc = ||GM||. Donc 

_ Qrnp _ 
r m = — U = 


Çmp 


r- (1 + ?) a r* 

Le repère 7 Zq étant galiléen, on a alors 


u. 


m 


=- r (™ = 


Çmp 


(1 + Wrà 


u. 
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A noter que u = OM 
galiléen 71g est 


GM 


jj GM H . L’équation du mouvement de M clans le repère 
: celle d’un mouvement sous l’action d’une force centrale de pôle 


l’origine G et du type (6.52) avec 


* = (6.58) 

(1 + f ) 2 ' 

Tout se passe comme si la formule (6.54) était applicable avec en G la masse 
et non /i. Si m est négligeable devant p, on a G æ O et k « Çfj,m. On retrouve le 
modèle de l’exemple 1. 

► Mouvement par rapport au repère 1Z = (O, (ei, e 2 , e 3 )). 

On a 

OM = ÎÎM - fiO. 


Donc par dérivation 

= r W*«) - r (0/7îo) - 

Si (x,y,z) sont les coordonnées dans 7Z du point Af, on a 

/ (IOM \ dx dy dz 

= di e ' + ii e2+ di e3 


(dP OM 

\~dtr ) 


\ dPx dp y 

1 = — ej + ^4 


n tl 


dtP 


dtP 


dPz 

e *+æ e3 


= r {M/n) 


donc (6.59) s’écrit 


r (m/tz) = r(M/7io) - r(o/n 0 ) ■ 

Comme 7Z V est galiléen, cette équation s’écrit encore 

T(M/7Z) - 


— F m F o 

m y, 

(- + -) Fm 

\m nJ 


'1 1 

— H — 

, m te 

G(m + /i) 


Pi^u) d’après (6.55) 


(6.59) 


u . 


On obtient donc : 


mlW g ) = 


(6.60) 


L’équation (6.60) du mouvement de M dans le repère 71 est la même que si le repère 
71 était, galiléen et le point M était soumis à une force centrale de pôle l’origine O 
et du type (6.52) avec 


k = Ç(rn + /i)m . 


(6.61) 


Tout se passe comme si la formule (6.54) était applicable avec en O la masse m y. 
et non y. 
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* 

Energie totale. 

On considère le champ de forces (6.52) avec l’hypothèse (6.53). (x, y , z) désignent 
les coordonnées associées an repère 71. 

Le champ de forces (6.52) dérive du potentiel U = — i.e. 


F = — grad U 


où grad U = fgei + f^e 2 + §jfe 3 . En effet, r = y/x 2 + y 2 + z 2 donc 

dU k_ x 'âV_ Jl IL z r t 

dx r 2 r ’ dy r 2 r ’ 9z r 2 r 

, A; /a: V . 2 \ k 

grad U = — ( - e! + - e 2 + - e 3 ) = u 

r 2 Vr r r / r 2 


avec les notations de (6.52). 
Considérons la puissance 


Pt = (F|V) , 


ou V = désigne la vitesse de M. Comme le champ de forces dérive du 

potentiel U, on a: 


V % = (-grad U\ V) = - 


/ dU dx dU dy dU dz\ 

\ dx dt + dy dt + dz dt J 


Or 


dU__dU_ 

dt dt ^ dx dt 


dU dx dU dy dU dz 

+ TT— £ + 


dy dt ‘ dz dt' 

Comme le potentiel U ne dépend que des coordonnées du point M et non explicite- 
ment du temps, on a = 0, donc 

a = (-gradtf|V) = — . 

On dit alors que U est l’énergie potentielle de la masse ponctuelle M. 

L’énergie cinétique de la masse ponctuelle M est T — \mv 2 avec v = ||V||. On 
appelle v la vitesse numérique. 

L’équation du mouvement est, en notant T = ^ ^ l’accélération de M par 
rapport à 7 Z 


F = mf 


(6.62) 



D’après l’équation (6.62), on a: 

§ = Jt 5™( V IV) = -(Vin = WD = a = -f 

donc T = —U + C stc ou encore 

E = T + U = C stE . 


(6.63) 


(6.64) 


E = T + U est une constante du mouvement appelée énergie totale de la masse 
ponctuelle M . Une constante du mouvement est aussi appelée une intégrale première. 
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6.4.2 Trajectoire. 

Loi des aires. 

D’après (6.63) 


l (OMAV) 


= OM A r = 0 


/ n 

donc OM A V est un vecteur constant C : 


OM A V = C. 


(6.65) 


Si le vecteur C est nul, on montre que le mouvement a lieu sur des demi-droites 
passant par le point O. 

On suppose dans toute la suite C ^ 0. D’après (6.65), le mouvement a alors lieu 
dans le plan n perpendiculaire au vecteur C et passant par O. Ce plan H étant fixe, 
on peut supposer que le repère galiléen 7 Z est tel que le plan II soit le plan de base 
orthonormée (ei,e 2 ). On suppose 17 orienté par cette base. Alors e 2 est le vecteur 
directement perpendiculaire à ei, i.e. obtenu par rotation d’angle 

On considère le mouvement du point M(t ) sur un intervalle maximal J contenant 
l’instant initial t 0 . L’intervalle J est alors nécessairement ouvert. 

Soit 6 = (ei,u) la détermination de l’angle (e 1} u) (u = jj^f^ji) définie par 
continuité à partir des conditions initiales (M(to),G(to)). On a donc 


u(<) = cos G(t.) ej + sin 0(t.) e 2 
OM — ru 


( 6 . 66 ) 

(6.67) 


où r = ||OM|| > 0. Le couple (r, 6) est un système de coordonnées polaires du point 
M, avec r > 0. / h-> 6(t) est une fonction de classe C* sur J. En notant par un ' la 
dérivation par rapport au temps t , (6.66) donne 


= i(- 


(— sin 6 ei + cos 6 e 2 ) = 0 w 


( 6 . 68 ) 


\dtj n 

où w est le vecteur directement perpendiculaire à u. De même, 

(ï).-’- 

Par dérivation par rapport au temps de (6.67) on obtient donc : 

V = ru + rèw (6.69) 

T = (f — rè 2 ) u + (r6 + 2r6) w . (6.70) 

Alors OM A V = r 2 6 u A w, donc d’après (6.65), r 2 6 est une constante C : 

r 2 Ù = C. (6.71) 

C est appelée la constante des aires. On a \C\ = ||C||. 

Cela implique en particulier que G ne s’annule pas donc garde un signe constant 
sur J. L’application t h-* 6{t) est une application dérivable strictement monotone de 
J sur l’intervalle image I = 6(J). La fonction réciproque que nous noterons G i-4 t(6) 
de I vers J est aussi dérivable et l’on a ^ = jg. Nous noterons encore r la fonction 

6 ■-» r(6) = r(t(G)). Sa. dérivée par rapport à G est r'(G) = % = fjjj. 
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Formules de Binet. 

Par dérivation par rapport à t de (6.71), on a après simplification par r > 0 : 

rè + 2 rÙ = 0. (6.72) 

D’autre part, r = r'(6)( ) donne en utilisant (6.71) r = r'(6)^, i.e. 

r = —Ce! (6.73) 

en notant a = et d sa dérivée par rapport à 6. D’où 

r = —Ca"Ù = - Ca "-Ç = - C 2 a 2 a " , 

r 1 

et comme rO 2 = {r 2 6) 2 ^s — C 2 o 3 , 

r - rè 2 = -C 2 a 2 (a" + a ) . (6.74) 

Les formules (6.69) et (6.70) pour V et T s’écrivent alors 

V = C(— a 1 u + a w) (6.75) 

T = -<7 2 c*V' + a)u. (6.76) 

Les formules (6.75) et (6.76) s’appellent les formules de Binet. 


Équation de la trajectoire. 

L’équation fondamentale (6.62) s’écrit en utilisant la formule de Binet (6.76) 
pour T : 

mC 2 a 2 {a" + o) = ka 2 , 
i.e. 

et' + a = . (6.77) 

rnC z 

Les solutions réelles 6 ■-> y(0) de l’équation différentielle sans second membre 

y" + V = 0 


sont les fonctions 


y{6) — A cos 0 -f /i sin 0 


où A , n sont deux constantes réelles quelconq ues. En é crivant le nombre complexe 
2 = A + ifi sous la forme 2 = Ae iv avec A = y/X 2 + /i 2 , ces solutions s’écrivent 


y = A cos (6 — y>) 


avec A ^ 0 et ip € K des constantes d’intégration arbitraires. Les solutions réelles 
de l’équation avec second membre 


y" + y = 
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sont les fonctions 


V = A cos (6 -tp) + 


avec A ^ 0 et ip G K des constantes d’intégration arbitraires. 
11 existe donc des constantes A ^ 0 et ip G R telles que 

a(0) = A cos (6 - <fi) + \/6. 


(6.78) 


• Si A = 0, comme a > 0 puisque r > 0, on a aussi k > 0 et la trajectoire du 
point M est donc contenue dans le cercle de centre O et de rayon . 

• Si A > 0, on a 


qui s’écrit encore 


mC 2 1 

k 1 + A^c.os(6 -<p) 


mC 2 e 

|fc| 1 4- ee cos (6 — y?) 


(6.79) 


où e — ttî — ±1 représente le signe de k et 


e = A- 


1*1 ‘ 


(6.80) 


La trajectoire est donc contenue dans la courbe C dont une équation en coor- 
données polaires est (6.79). 

Si k > 0, on a e = 1 et l’équation (6.79) est simplement 


mC 2 1 

k 1 + e cos (6 — ip) 


(6.81) 


D’après (6.18), C est une conique de foyer O, d’excentricité e et dont l’axe focal a 
pour vecteur directeur cos y? ei + sin p e 2 . Le paramètre de la conique C est 


mC 2 


Si k < 0, on a e = —1 . L’équation (6.79) est 


(6.82) 


|Aj 1 — ecos (6 — <p)‘ 


(6.83) 


Dans le système de coordonnées polaires (n,0i) défini par ri = — r, 6i = Û + n, 
l’équation de C sera 


mC 2 1 

\k\ 1 + e cos(#i — y?) 


(6.84) 


A nouveau d’après (6.18), on en déduit que C est une conique de foyer O, d’excentri- 
cité e et dont l’axe focal a pour vecteur directeur cos y? ei + sin p e 2 . Le paramètre 
de la conique C est 


(6.85) 
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Expression de l’excentricité e avec l’énergie totale E. 
L’énergie totale est 

E — T + U = \rnv 2 - 
2 r 

L’équation (6.78) s’écrit par définition de a = ^ 


d’où par dérivation par rapport à 

t' r 

A sin (6 — tp) = — - = r = 

V r 2 r 2 6 

On déduit de (6.86) et (6.87) : 

+ JlV 

C 2 \r mC 2 ) ’ 

donc d’après l’expression (6.80) de e 

A 2 m 2 C 4 


r 

C 


e 2 = 


— r 


k 2 

, 2 m 2 C 2 rn 2 C /l ( I 


k 2 


+ 


k 2 


r 2 2 rnC 2 r + m 2 C 4 ) 


k 2 \ 




2 C 2 m 2 C 4 


= r 


= 1 + 
= 1 + 


fc 2 
mC 2 
il 2 

mC 2 

il - 2 


+ 


k 2 r 2 

f 

mr 2 + 


-2 


m 


C 2 


kr 


+ 1 


mC 2 


- 4 ) 


' 2 JC 

mv 2 — 2 — 


( 6 . 86 ) 


(6.87) 


( 6 . 88 ) 


(car la vitesse numérique est v = 'Ji ' 2 + r 2 ü 2 = yjr 2 + ( -£r ) ce qui donne finalement 
la formule 


e 2 -l = 2^E. 


1.2 


(6.89) 


Classification des trajectoires. 

Théorème 6. 10. Soit M(t) un point matériel de masse m sur lequel s’exerce un 
champ de forces central en 4j- de pôle l’origine O, la force qui s’exerce, sur le point 
M étant donnée par l’équation (6.52): 

k 

F m = — 7 u 
r 2 

oîÎ u = i j ^j^n , r = ||OM||, et k est une constante ^ 0. On suppose les condi- 
tions initiales M(t 0 ) = A/ u ,V(f ü ) = Va, où V(t) = le repère 7 Z gali- 

léen (hypothèse (6.53)) et le mouvement étudié sur l’intervalle maximal J =]a, b[ 
(—00 ^ a < to < b ^ + 00 J. 
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Soit E l’énergie totale. 

(i) On a 

_ 1 2 k 
E = 2 mV ° ~ iV 

avec Va = ||V 0 || et r 0 = ||OM 0 ||. 

(ii) La trajectoire est portée par une conique C dont l’excentricité e est donnée par 
la formule (6.89). On a: 

C ellipse ou cercle (0 $5 e < 1) <=> £<0 
C parabole (c — 1) E = 0 

C hyperbole (e > 1) E > 0 


(iii) On a J — K. Si C est une ellipse ou un cercle, la trajectoire pour t variant 
de t 0 à +oo est C entière, et le mouvement est périodique. Si C est une parabole, 
la trajectoire pour t variant de — oo à +oo est C entière. Si C est une hyperbole, la 
trajectoire pour t variant de — oo à +oo est une branche de l’hyperbole C. 

(iv) La trajectoire est un cercle si et seulement si 

r 0 = 0 

,,2 _ Jl _ 

O mro 

Dans ce cas, le mouvement circulaire est uniforme : la vitesse angulaire 6 est constante, 
ainsi que la vitesse numérique v. 


(6.90) 


Démonstration. 

(i) On a vu que E = \mv 2 - * avec v = |[V|| et r = ||OM||, et que E 
est une constante du mouvement. On a donc E(t) = Eo pour tout t, en notant 
E 0 = E{t 0 ) = \mvl - 

(ii) Résulte directement des formules (6.79) et (6.89). On notera que par le choix 
fait pour les coordonnées polaires (6.67), on a r > 0 sur la trajectoire de M. Dans 
le cas 0 ^ e ^ 1 on a dans (6.79) 1 +eecos (0 — (p) ^ 0, donc l’équation (6.79) en un 
point de la trajectoire donne k > 0. Il y a attraction. Dans le cas e > 1 la condition 
r > 0 sur la trajectoire implique que 1 + eecos(0 — ip) est du signe de k sur la 
trajectoire. Si k > 0 ( attraction ), on a l’équation (6.81) avec r > 0 sur la trajectoire. 
D’après la discussion dans l’Exemple (iii) qui suit le Théorème 6.9, la trajectoire est 
un arc de la branche de l’hyperbole relative au foyer O. Si k < 0 ( répulsion ), dans 
le système de coordonnées polaires (r i,#i) défini par r\ = —r,0\ = 0 + 7r, l’équation 
de C est (6.84) avec rj < 0 sur la trajectoire. A nouveau d’après la discussion dans 
l’Exemple (iii), la trajectoire est un arc de la branche de l’hyperbole relative au foyer 
opposé . 

(iii) D’après la loi des aires (6.71), l’application t ■-> 0(t) est strictement monotone, 
croissante ou décroissante suivant le signe de la constante des aires C. Supposons 
C > 0, le cas C < 0 étant analogue. La fonction strictement croissante t i-» 6(t) 
possède une limite 0“ ^ +oo quand t -» b. La loi des aires (6.71) r 2 6 = C donne 
d’après (6.79) (avec e = 0 dans le cas d’un cercle) 

dt r 2 m 2 C 3 1 

de~C~ k 2 (1 + eecos(0- v )) 2 ' 
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On a donc pour tout t\ ^ t 0 en posant B 0 = B(t 0 ) , 6 X = B(ti) : 

_ m 2 C 3 f 0 ' dO 

to ~ k 2 J 0o (1+eecos (B - ip)) 2 ' 


(6.91) 


Supposons b < +oo. Si 0 * < +oo, a = £ et a' possèdent une limite finie d’après 
(6.78), donc aussi V d’après la formule de Binet (6.75). Si la limite de a n’est, pas 
nulle, r a une limite finie 0, donc M possède une limite ^ O. Comme M et V ont 
tous deux une limite quand t -» b, d’après un théorème sur les équations différen- 
tielles, le mouvement est prolongeable au delà de 6, contrairement à la maximalitéde 
J. Si la limite de a est nulle, r tend vers +00 et la valeur 6 * annule 1 + ee cos ( 6 - ip). 
Cela impose e ^ 1 . Le développement, de Taylor de la fonction 6 i-> 1 +eecos (0 — <p) 
montre alors que 1 + eecos [6 — p) ~ B(B — 6*y quand 0 — » 0 * , où B G R et j ^ 1. 
Donc l’intégrale (1+£cc< ^ e _^p - diverge, ce qui est en contradiction avec ce qu’on 
obtient par passage à la limite quand t\ -> b dans (6.91). Ce cas est donc impos- 
sible. Enfin, si B* — + 00 , par passage à la limite dans (6.91) quand t\ — » 6, il vient 
b - t 0 = J^°° ( i +£ , co 1%_ v -))2 • C’est, impossible puisqu’il s’agit de l’intégrale 

d’une fonction périodique > 0 (avec en plus des pôles éventuels). Donc b = + 00 . On 
verrait de même que a = — 00 . Donc J = IR. Détaillons maintenant les 3 cas. 

► Cas 0 ^ e < 1. On a vu en (ii) que dans ce cas k > 0, i.e. e = 1. Si B* < +co, 
on aurait par passage à la limite dans (6.91) quand t.\ — » +00 : 


m 2 C 3 f 0 ' de 

+ °° ~~ k 2 Jo 0 (1+ecos (B-<p)) 2 ' 


(6.92) 


Mais ceci est impossible puisque le second membre est l’intégrale sur un compact 
d’une fonction continue. On en conclut que B* = + 00 . Cela implique que la trajec- 
toire est entièrement décrite une infinité de fois quand t varie de t 0 à + 00 . Elle est 
en particulier périodique. 

► Cas e = 1. On a vu en (ii) que dans ce cas aussi k > 0, i.e. e = 1. La 
fonction B 1 + cos (B — p) s’annule pour B — ip = n (mod 27 t). Soit N € Z tel que 
ip + (2 N — l)7r < B 0 < <p + (2N + l)7r. Comme r < +00 pour tout t, B([t 0 , +oo[) 
est un intervalle qui ne contient aucun réel de la forme <p + (2k + l)7r avec HZ. 
Donc 0([£ o ,+oo[) C [B 0 ,p + (2 N + 1)tt[. Si B* < <p + (2 N + 1)tt, on aurait comme 
précédemment l’équation (6.92) qui est impossible. Donc B * = p + (2A r + 1 )7r. Quand 
t varie de t 0 à + 00 , l’arc de parabole correspondant, à B 0 ^ B < p + (2 N + l)7r est. 
entièrement décrit. Quand t varie de —00 à + 00 , toute la parabole est décrite. 

► Cas e > l . La fonction B 1 + ee cos (B — p ) s’annule pour B — ip = ±ip 
(mod 27r) où xp = Arccos (— f). Cela correspond aux asymptotes de l’hyperbole. 
Il existe N € Z le\ que —xp + Nn < 0 O — p> < *P + N-n. Comme précédemment, 
0([/ o , +oo[) C [6>o, p + xp + Nn[ et B" = p + xp + Nn. O 11 en conclut que quand t varie 
de te à + 00 , l’arc de la branche d’hyperbole correspondant h B 0 ^ B < p + xp + Nn 
est, entièrement décrite. Quand t varie de —00 à + 00 , toute la branche de l’hyperbole 
est décrite. 

(iv) La trajectoire est un cercle si et seulement, si la constante A de (6.78) est nulle. 
Comme A 2 est donné par (6.88), 


f f„ = 

0 

0 <4- < j_ _ 

k 

l ro 

mCP 

/ r 0 = 

0 

0 S C 2 

k 

l * - 

mr 0 
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6.4. MOUVEMENT À ACCÉLÉRATION CENTRALE EN 
Donc le mouvement est circulaire si et seulement si 


( 6 . 

puisque d’après (6.69), la condition r 0 = 0 implique = rïôZ = ^ . Lorsque la 
condition (6.93) est vérifiée, puisque A = 0, on a de même pour tout t d’après (6.88) 

* et v 2 = r 2 Ù 2 . En particulier, le mouvement circulaire est uniforme. □ 

mr 

Remarque. Chacun des deux cas E < 0 et E = 0 impose k > 0, donc attraction. 
Dans le cas E > 0, il peut y avoir attraction ou répulsion. 

Vitesse aréolaire. 

Soit C une courbe d’équation en coordonnées polaires r = f(6) avec f(0) ^ 0. 
L’aire du secteur S — {p (cos p ei + sin ip e 2 ) ; p G [0, f(<p))', ^ P ^ est 

r r r 6 ' rf(v) i rO i 

/ / dxdy= / dtp pdp — — I f(p) 2 dp. (6.94) 

J J s Jo 0 J o * Je o 

Soit t h* 0(t ) une fonction dérivable croissante ou décroissante et considérons le point 
de la courbe C d’angle polaire 0(t). On appelle aire balayée par le rayon vecteur entre 
les temps to et t ( t 0 < t) le nombre 

1 rm 

o(0 = « / f(v) 2 <hp- (6-95) 

1 JO(to) 

Si 0 est croissante et $(t) — 6(t 0 ) ^ 27r, c’est l’aire du secteur correspondant à 

0o — 6(to) ^ p ^ #i = 0(t). Si 6 est décroissante, c’est une aire négative dont la 

valeur absolue est l’aire du secteur correspondant à 6\ = 0(t) ^ (p ^ 0 o = 0(t. o ). 
d(f) est une fonction de t dont la dérivée est 

± a = lf(eyè = ±r>é. (6.96) 

On appelle \r 2 6 la vitesse aréolaire. La vitesse aréolaire ne dépend bien entendu pas 
du point to utilisé. Dire que le mouvement satisfait à la loi des aires (6.71) signifie 
que la vitesse aréolaire est constante. 





6.4.3 Lois de Kepler. 

On considère un cercle comme une ellipse dégénérée. 

Théorème 6. 11 (Lois de Kepler). 1ère loi. Les trajectoires des planètes autour 
du Soleil sont des ellipses dont le Soleil est l’un des foyers. 

2ème loi. La vitesse aréolaire de chaque planète est constante. 

Sème loi. Le rapport entre le cube a -< du grand axe de l’ellipse et le carré T 2 de la 
période du mouvement est le même pour toutes les planètes. 
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Démonstration. 

La planète est identifiée à un point M de masse m. La force qui s’exerce sur la 
planète M est la force due au champ de gravitation créé par le Soleil (on néglige les 
autres interactions) : 

Em = --j u 
r 2 

avec k = Çpm, Ç étant la constante de gravitation universelle et p la masse du 
Soleil. D’après le Th. 6.10, la trajectoire de M est une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole. Dans les deux derniers cas, la planète sortirait du système solaire. D’où la 
1ère loi. 

Le mouvement satisfait à la loi des aires, et donc d’après (6.96) la vitesse aréolaire 
est constante, égale à f , où C est la constante des aires. D’où la 2ème loi. 

Enfin, soit T la période du mouvement. Pour to fixé, l’ellipse est décrite par la 
planète quand t varie de t 0 k t 0 + T. On a vu que, si r = f(6) est l’équation en 
coordonnées polaires de l’ellipse, l’aire balayée par le rayon vecteur entre les temps 
ta et t est une fonction dérivable de t, et sa dérivée ^ a est la vitesse arcolaire 
i r 2 6 = y. Elle est du signe (constant) de 6. L’aire de l’ellipse entière est 

= i|C|T. 


rto+ T ^ 

1 f to+r 

/ 2-adt 

= Cdt 

Jto dt 

2 Jto 


Or l’aire de l’ellipse est. ixab. En effet, l’ellipse se déduit du cercle principal par 
l’affinité orthogonale (6.2), dont le jacobien est * t = £ • Par cette affinité, les 

a 

aires sont ainsi multipliées par £. Le cercle principal a pour aire ttg 2 , donc l’ellipse 
a pour aire n ab. Les deux expressions calculées pour l’aire de l’ellipse donnent alors 


\\C\T = -nab. 


(6.97) 


Par ailleurs, le paramètre p de la trajectoire est d’après (6.86) 

mC 2 C^_ 

Gp 


p = 


k 


Mais on sait que le paramètre d’une ellipse est p = Donc 

a Gp 

L’élimination de C entre les équations (6.97) et (6.98) donne 

b 2 Gp 4n 2 a 2 b 2 
~~a~ = T 2 ’ 


(6.98) 


(6.99) 


i.e. 

a 3, Gp 
T 2 _ 47T 2 ' 


( 6 . 100 ) 


D’où la 3ème loi. 

Remarques, (i) Les lois de Kepler (Johannes Kepler: 1571-1630) sont antérieures à 
la formulation de la loi de Newton (Isaac Newton: 1642-1727), et ont été formulées 
à partir des observations de l’astronome Tycho Brahe (1545-1601). 
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(ii) La 3ème loi de Kepler est une approximation : on a en effet négligé l’action de 
la planète sur le Soleil et fait l’hypothèse (6.53). On sait que pour tenir compte de 
cette action il suffit de prendre pour k la valeur définie par (6.61), i.e. remplacer fi 
par fi + m. Cela n’influe pas sur les 2 premières lois. Mais cela conduit dans la 3ème 
loi à la valeur 

<^_ _ G(n + m) 

T 2 ~ 47 r 2 

qui dépend de la planète en question. 

Quelques données planétaires. 

Le tableau suivant donne pour chacune des planètes: A = diamètre en km; 
m = masse en 10 24 kg ; a = grand axe en 10 6 km; T = période en années; rapport ^ 
en 10 24 (km) 3 /(année) 2 ; rapport ^ en 10 18 unités SI; e = excentricité . Le coefficient 
multiplicateur (basé sur 1 année = 31.56 • 10 6 secondes) faisant passer du rapport 
en 10 24 (km) 3 /(année) 2 au rapport en 10 18 unités SI est 

i^isdrW = (5 î£f = 1 00398 K 1 004 • 


( 6 . 101 ) 


Planète 

A 


■ 



1^1 


Mercure 

4879 

0.33 




3.354 

0.206 

Venus 

12104 

4.87 

108.2 

0.615 

3.349 

3.362 

0.007 

Terre 

1 ’JEWift* 

5.97 

149.6 

1 

3.341 

3.354 

0.017 

ksi 

6794 

0.64 

227.9 

1.88 



0.093 

Jupiter 



778.3 

11.86 

3.351 

3.364 

0.049 

Saturne 

120536 

568.46 

1427 

29.5 

3.339 

3.352 

0.056 

Uranus 

51118 

86.83 

2870 

84 

3.350 

3.363 

0.046 

Neptune 

49528 

102.43 

4495 

165 

3.336 

3.349 

0.011 


2390 

0.012 

5900 

248 

3.339 

3.352 

0.244 


La masse fi du Soleil étant approximativement \x « 1.99 ■ ÎO 30 kg, on a en unités 
SI ~ 1-99 lo3 ° 4 ^t 67 '" 1 ' 0 ~ 3.36 • 10 18 . Les données du tableau sont en accord avec 

la 3ème loi de Kepler. Le tableau a été établi d’après les données de [13]. On peut 
aussi utiliser le calculateur astro-physique [14]. 


6.5 Exercices. 

Dans les exercices 6.1 à 6.7, on considère le plan affine euclidien rapporté à un 
repère orthonormé (0, (ei,e 2 )) et muni de l’orientation associée. 

Exercice 6.1. 

Quelle est la nature de la courbe d’équation 

x 2 + 2 xy + y 2 - 4y + 3 = 0 ? 

La dessiner et préciser les coordonnées (xn,ysi) de son sommet fî, le foyer et la 
directrice. 

Indication. 

Voir Fig. 6.16. On a x 2 + 2 xy + y 2 — l {y) A(y) avec A = (} {). Les vec- 
teurs fj = ^ ) et f 2 = ^ ( j ) forment une base orthonormée directe, et fi 
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t. 


X 


FlG. 6.16: Exercice 6.1 



( resj. i. f 2 ) est vecteur propre de A pour la valeur propre 0 ( re.sp . 2). Un vecteur 
v = (y) a pour composantes dans cette nouvelle base X, Y tels que ( y ) = P {y) 
avec P = - 7 | ( -S i ) • La courbe a pour équation dans cette base : 

2F 2 - 4=(-- Y + >0 + 3 = °, 

v 2 

qui s’écrit. 

(F-^) 2 + X\É2+1=0, 

Z 

i.t. 

(y - fy = -vÆ(.v + f ). 

C’est une parabole de sommet ü : X u = -&,Yn = de paramètre p = ^ 
tournée vers 1rs X < ü. On a x n = 0, yu = 1. L<? foyer F est tel que OF = Oü - ffi 
donc x y = — — §• Ua directrice V a pour vecteur directeur f 2 et, passe par le 

point h : xk — \,UK = f- 
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Exercice 6.2. 

Quelle est la nature de la courbe d’équation 

x 2 — 3 xy + 2 y 2 + 2rr — 4z/ +1 = 0? 

Préciser les coordonnées (xa, y a) de son centre U , l’excentricité et les asymptotes. 
Indication. / , _â\ 

Voir Fig. 6.17. On a x 2 - 3 xy + 2 y 2 = *( J) A(%) avec A = /). Les 

vecteurs f i = ± ) et f 2 = ^ ) forment une base orthonormée 

V v/ïoWTo J V V'îo+Vïï' / 

directe, et f x (resp. f 2 ) est vecteur propre de A pour la valeur propre ~^= A (resp. 
^5ô±3). Un vecteur v = (*) a pour composantes dans cette nouvelle base X, Y tels 

2 / 3 ~ 3 N 

que ( ^ ) = P (y) avec P = 75 ( ) • La courbe a pour équation dans 

V Vio-Vïï Vio+v/îc / 

cette base : 


\/ÏÔ — 3 yr2 ( v/Î0 + 3 r2 ( V2(5 — 2yTO) ^ y/2(5 + 2y/Ü) y , 1 =f) 

2 2 \/]0 - v/ÎO VlO + v/ÏÏ) 

(6.102) 


Posons 


Comme 


X n = 


Vh = 


(5 - 2y/Ï0)V2 

(v/ÏÏÏ- 3)^10 -v/IÜ 

(5 + 2yÆ))y/2 
(v / ÎÏÏ+3)v / 10 + \/ÏÔ 


(5 - 2\/l0) 2 (5 + 2\/l0) 2 

(>/ÏÜ — 3)(10 — V^Ü) (v/ÏÏ) + 3)(10 + v/ÎÔ) 

l’équation (6.102) s’écrit : 


_ x n ) 2 + N/îg „ +3 (y - r n ) 2 + 1 = 0. 


(6.103) 

Z Zi 

L’équation (6.103) est l’équation dans la base (f x ,f 2 ) d’une hyperbole de centre Q de 
coordonnées (Xq, Vn), de distance focale c = 2\/TÔ , excentricité 

« 1.013. Les asymptotes ont pour équation 

Y - Y a = ±(\ZÏÔ - 3)(X - Xa). Le calcul de x n ,y n et de l’équation en x,y des 
asymptotes est un peu fastidieux. On trouve d’abord x n = -4, y n = -2. Ensuite 
l’asymptote Y — Ya — (>/ÏÔ - 3)(X - Xa) a P our vecteur directeur le vecteur v 
de composantes dans la base (f x ,f 2 ); les coordonnées de v dans la base 
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canonique sont alors 


u = 


v = 


3y / 7lü 

V2V9Ô 

y/2V9Ô 

3 \/ÿT 0 

y/2\/9Ô 


/ v/ÏÔ + l - (VTÏÏ- 3))/v/ÏÏÏ- lj 

+ i(vTô - 1 ) + (VTïï-3)(v / k» + 1 

VlÔ- l + (\/ÏÔ- 3 )VVïÔ + 1 )- 


10-1 


Les deux nombres 


10 + 1 - (\/ÏÏÏ — 3) y \/ÎÏÏ — 1 


et 

\/ vTÔ — 1 + (v/ïïï - 3 )\/a/ÏÔ+ 1 

sont > 0 et par élévation au carré on voit qu’ils sont égaux. Donc u = v. Comme 
l’asymptote passe par El, on en déduit qu’elle a pour équation 


y = x + 2. 

On obtient de même pour l’autre asymptote l’équation y = | x . 

O 11 peut éviter ces calculs fastidieux. Pour le calcul de xq et y &, 011 sait qu’ils 
sont les solutions du système 



(6.104) 


en notant 

fi x , V ) = X ' Z ~ 3 xy + 2 y 1 + 2x - 4y + 1. 

Cela donne immédiatement xq = —4 ,yn = —2. Ensuite pour les asymptotes, sachant 
que la courbe est une hyperbole, les directions asymptotiques sont obtenues comme 
suit: pour x ^ 0, l’équation f[x,y) = 0 s’écrit en divisant par x 2 


1 — 3- + 2— r 


x 


x‘ 


2 Ay 1 

-I 2 + -j = 0. 

X x* X * 


(6.105) 


Or une asymptote non verticale a une pente t, et si (x, y(x)) est un point de l’hy- 
perbole qui tend vers cette asymptote quand x — > + 00 , on aura ^ -> t donc: 

1 — 3/ + 2t 2 = 0. (6.106) 


On en déduit que les directions asymptotiques sont t = 1 et t = Les équations 
des deux asymptotes s’en déduisent immédiatement. O 11 notera que la courbe est 
tangente à l’axe des x au point x = — l,y = 0 qui n’est pas sur l’axe focal. 
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Exercice 6.3. 

Quelle est la nature de la courbe d’équation 

x 2 + 10 xy + y 2 + 2x — y = 3 ? 


Préciser les coordonnées (x^, yn) de son centre il, l’excentricité, un foyer et la direc- 
trice associée, et éventuellement les asymptotes. 

Indication. 

Voir Fig. 6.18. On a æ 2 + 10 xy + y 2 = t { x ) A{ x y ) avec A = (*f). Les vec- 
teurs ^ ( î ) et f 2 = ^ ( “j 1 ) forment une base orthonormée directe, et fi 

( resp . f 2 ) est vecteur propre de A pour la valeur propre 6 ( resp . —4). Un vecteur 
v = (^ ) a pour composantes dans cette nouvelle base X, Y tels que ( y ) = P ( y ) 
avec P = ( J ) . La courbe a pour équation dans cette base : 


ex 2 - 4 Y 2 + -~=(X -Y)- -J=(X + Y) = 3, 


qui s’écrit 

6(x + ïïW 2 - 4(y+ i^ )2 -rt = 3 

ou encore 

6(X - X*) 2 - 4 (V - Vh) 2 = ^ (6-107) 

eu posant Xq. = — et V'n = On a alors xn = ^ ~ 0.15, 

yn = -\ | K -0.23 . L’équation (6.107) est l’équation dans la base (f i , f 2 ) d’une hy- 
perbole de centre Q de coordonnées (Xn, Vn), grand axe a = ~ 0.68 , petit axe 
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b = Ri 0.83 . La distance focale c est donnée par 

c 2 = a 2 + 6 2 = + \) = « 1.14 donc c = « 1.07. L’excentri- 
cité est e = ^ rï 1.58. L’un des foyers F est défini par ÎÎF = cf x = (}), 

d’où xy « 0.90 et yy Ri 0.53 . Le point K d’intersection avec l’axe focal de la direc- 
trice relative au foyer F est donné par fîK = |fi = ( } ) , d’où xy Ri 0.45 et 

yy R s 0.07. La directrice a donc pour équation en x,y dans le repère (O, (e 1 ,e 2 )) : 


y - y k = -(x - xy), 


soit 


\/263 1 

y - -x + xy + y K = -x + ~ y À ~ -x + 0.52 . 


Les asymptotes ont pour équation en X,Y dans le repère (O, (fi,f 2 )) 
Y — Yn = ±-y/f (X — X«). Le calcul de l’équation en x, y des asymptotes dans 
le repère (O, (ei,e 2 )) est fait comme dans l’exercice 6.2, équation (6.106). Les di- 
rections asymptotiques sont données par 


1 + 10* + r = 0 


(6.108) 


et sont donc t\ = —5 + 2\/6 Ri —0.1 et t. 2 = —5 — 2\/6 =Rs —9.9. Les équations des 
deux asymptotes s’en déduisent immédiatement : 


y 


- yn = (-5 ± 2V6)(æ - x n )- 


Les points d’intersection de l’hyperbole avec l’axe des y sont donnés par l’équation 
y 2 — y — 3, dont les racines sont Ri 2.3 et Ri —1.3. Les points d’inter- 

section de l’hyperbole avec l’axe des x. sont donnés par l’équation x 2 + 2x = 3, dont 
les racines sont —3 et 1. 

Exercice 6.4. 

Quelle est la nature de la courbe d’équation 

4x 2 + 24xy + lly 2 + 25z + 20 = 0 ? 


Préciser les coordonnées (zn,?/fi) de son centre Q, l’excentricité, un foyer et la direc- 
trice associée, et éventuellement les asymptotes. 

Indication. 

Voir Fig. 6.19. On a 4a: 2 + 24rry + lly 2 = *( y ) A{ % ) avec A = ( , 4 2 ) . Les 

vecteurs fj = | ( J 3 ) et f 2 = | \ ) forment une base orthonormée directe, et fj 
( resp . f 2 ) est vecteur propre de A pour la valeur propre —5 ( resp . 20). Un vecteur 
v = ( y ) a pour composantes dans cette nouvelle base X, Y tels que ( y ) = P (y) 
avec P =\ ( - 3 4 ) • La courbe a pour équation dans cette base: 

— 5X 2 + 20V 2 + 5(4X + 3 Y) + 20 = 0, 


qui s’écrit 


ou encore 


-(X - 2f + 4(Y + |) 2 + 4 - ^ + 4 = 0 


(X - XnŸ - 4 (Y - Y n f = 


119 


16 


(6.109) 
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Fig. 6.18: Exercice 6.3 
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y 



FiG. 6.19: Exercice 6.4 


cri posant Xa = 2 et Y n = — | ps —0.37. On a alors xn = j- ~ 1.37,yn — — §. 
L’équation (6.109) est l’équation dans la base (fi,f 2 ) d’une hyperbole de centre fl de 
coordonnées grand axe a = ~ 2.73, petit axe 

6=| = æ 1.36. La distance focale c est donnée par c 2 = a 2 + b 2 = soit 
c = ps 3.05. L’excentricité est e = ^ ps 1.12. L’un des foyers F est défini par 
DF = cf x = ( _ 4 3 ) , d’où x F = 4 ^g +55 ps 3.81 et y F = - 3(vÆ g - +20) ps -3.33 . Le 

point K d’intersection avec l’axe focal de la directrice relative au foyer F est donné 
par ÎÎK = | fi = - ( J 3 ) , d’où xk ~ 3.32 et y F ~ —2.96 . La directrice a donc 

pour équation en x,y dans le repère (O, (ei, e 2 )) : 

4 , s 

y - VK = ~{x - XK), 

soit 

4 20 + n/595 

»=S* 6 ' _ 

Les asymptotes ont pour équation en X, Y dans le repère ( O , (fi,f 2 )) 

Y-Y n = ±^{X-X. a ). 
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Le calcul de l’équation en x,y des asymptotes dans le repère (O, (ej,e 2 )) est fait 
comme dans l’exercice 6.2, équation (6.106). Les directions asymptotiques sont don- 
nées par 

4+24J + lH 2 = 0 (6.110) 

et sont donc t\ = — yy ~ —0.18 et t 2 = —2. Les équations des deux asymptote» s’en 
déduisent immédiatement : 

y-yn = (æ-xn), 

y - Vn = -2(® - Xn), 


soit 

2 5 

TT""?’ 

2x + - . 

4 

Il n’y a pas de point d’intersection de l’hyperbole avec l’axe des y. Les points d’inter- 
section de l’hyperbole avec l’axe des x sont donnés par l’équation 4x 2 + 25.r + 20 = 0, 
dont les racines sont ~ 25 ^'/^ , soit approximativement —0.94 et —5.3. 

Exercice 6.5. 

Quelle est la nature de la courbe d’équation 

3lx 2 - 24 xy + 21 y 2 + 4x + 6y = 25 ? 


y = - 
y = - 


Préciser les coordonnées (xq, 7/n) de son centre fi, l’excentricité, un foyer et la direc- 
trice associée. 

Indication. 

Voir Fig. 6 . 20 . On a 31 x 2 — 24 xy + 21y 2 = *( y ) A ( % ) avec A = ( ^/ 2 ) . Les 

vecteurs fi = \ ) et f 2 = ( ~ 2 ) forment une base orthonormée directe, et fi 

( resp . f 2 ) est vecteur propre de A pour la valeur propre 13 ( resp . 39). Un vecteur 
v = ( y ) a pour composantes dans cette nouvelle base X, Y tels que (£) = P (y) 
avec P = (| ~2 ) . La courbe a pour équation dans cette base : 


13X 2 + 39Y 2 - - 7 =(2X - 3K) + =(3X + 2 Y) = 25, 


x/Î3 


v/Ï3 


qui s’écrit 


ou encore 


13(X H — t=) 2 + 39V 2 = 26 
v 13 


(-Y — Xn) 2 + 3(K — Yçi) 2 = 2 (6.111) 

en posant Xn = — et Vh — 0. On a alors ~ —0.15,7/n = — ~ —0.23. 

L’équation (6.111) est l’équation dans la base (fi,f 2 ) d’une ellipse de centre H de 
coordonnées (Xn,Vh), grand axe a = \/2, petit axe b = « 0.82. La distance 

focale c est donnée par c 2 = a 2 — b 2 = | donc c = ss 1.15. L’excentricité 

est e = = b. L’un des foyers F est défini par ÎÎF = cfi = ( 3)5 d’où 
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Fig. 6.20: Exercice 6.5 


Xf - 2 ( 2 ^?^ v/5 ) « 0.49 et y f = « 0.73 . Le point K d’intersection avec 

l’axe focal de la directrice V relative au foyer F est donné par fiK = f fi = ( 1 ) , 

d’où x K = 2(V f!~ X j « 0.81 et y K = « 1.21 . La directrice V a pour vecteur 


U UU U A — 13 ~ '-'V — 23 • ~ I 

directeur f 2 ou encore ( “ 3 ) et passe par le point K. Elle a donc pour équation en 


(\/39— 1) 


qui s’écrit 


2.t + 3 y - (V39 - 1) = 0. 


Exercice 6.6. 

Quelle est 1a. nature de 1a. courbe d’équation 


6x 2 + Axy + 3 y 2 — 28x — 14 y +15 = 0? 


Préciser les coordonnées (x u , y n ) de son centre fi, l’excentricité, un foyer et 1a. direc- 


trice associée. 
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Exercice 6.7. 

On considère pour A 6 K la courbe C\ d’équation 

x 2 + 2A xy -f 4 y 2 — 2x + 2y = 0. 


(i) Quelle est 1a. nature de la courbe Co ? La construire. 

(ii) Quelle est la nature de la courbe C 2 ? La construire. 

(iii) Montrer que les courbes C\ passent par 3 points fixes. 

(iv) Discuter suivant les valeurs de A la nature de la courbe C\. 

Exercice 6.8. 

Soit C une conique. Montrer que l’ensemble des points du plan d’où l’on peut 
mener deux tangentes perpendiculaires entre elles à C (lieu orthoptique de C ) est: 

(i) un cercle si C est une ellipse, et un cercle ou l’ensemble vide si C est une hy- 
perbole (dans le cas de l’hyperbole, on considère une asymptote comme une tangente 
à l’infini à l’hyperbole); 

(ii) la directrice si C est une parabole. 

Indication. 

(i) Soit e = ±1 et C (ellipse ou hyperbole suivant la valeur de e) d’équation 


x. 


a i 


V 

+4 = 1 ' 


avec o,6 > 0 , a 2 — eb 2 = c 2 , c > 0 étant, la distance focale (dans le cas d’une ellipse 
dégénérée en cercle, on prend c = 0). Soit Mo un point du plan de coordonnées 
(zo,Z/o)- Une droite D non verticale, de pente m € R passant par M 0 a pour vecteur 


directeur v = 



et 


D — {Mo d - tv, t € R}. 


Les points d’intersection de D et C sont donnés par l’équation en t : 


(rr 0 + t) 2 (y 0 + mt) 2 

a 2 +€ b 2 


qui s’écrit 




. m yo\ 
+£ -^> 


+ 


a z 


É. 

b 2 


- 1 = 0 . 


( 6 . 112 ) 


La droite D est tangente à C si et seulement si (6.112) est de degré 2 et a une racine 
double en t, i.e. les 3 nombres réels xo,yo, m vérifient le système des 2 équations 
suivantes : 



L’équation (6.114) s’écrit 


mx 0 yo _ yl _ m 2 xl J_ m f) 
a 2 b 2 £ a 2 b 2 6 a 2 b 2 + a 2 + £ b 2 


(6.113) 

(6.114) 
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ou encore 


m 2 (o 2 - xl) + 2mx 0 y 0 - y 2 + eb 1 = 0. (6.115) 


• Considérons l’équation (6.113). Elle est toujours vérifiée dans le cas e = 1 (cas 

de l’ellipse). Mais dans le cas e = -1 (cas de l’hyperbole), elle s’écrit rn et 

n’est donc pas vérifiée si rn est la pente d’une asymptote. 

• Considérons maintenant l’équation (6.115) à l’inconnue rn. Elle est de degré 2 
si Xü / ±a. Son discriminant réduit est 



~4)(-y 2 o + eb 2 ) 


en 


.2 1.2 




L’équation a 2 solutions réelles distinctes ra, et ra 2 si et seulement si 


£ 



> 0 . 


(6.116) 


La condition (6.116) signifie que M ü appartient à l’extérieur de l’ellipse dans le cas 
e = 1. Dans le cas e = -1, elle signifie que M 0 est dans la partie du plan située 
entre les deux branches de l’hyperbole et contenant le centre O. 

Dans le cas e = -1, si m est une solution de (6.115), la droite de pente m 
passant par M 0 n’est pas nécessairement une tangente à l’hyperbole. C’en est une 
si et seulement si l’équation (6.113) est vérifiée, i.e. si rn n’est pas la pente d’une 
asymptote. Si m est la pente d'une asymptote, m 2 = § et, l’équation (6.114) s’écrit 
= 0, i.e. j/o = rnx 0 . Donc dans ce cas, la droite en question est l’asymptote 
de pente m. Si l’on considère une asymptote comme une tangente à l’infini à l’hy- 
perbole, alors pour toute solution m de (6.115), la droite de pente m passant par 
M 0 est une tangente à l’hyperbole. Avec cette convention, il n’y a donc plus lieu de 
prendre en compte l’équation (6.113). 

Avec la convention, pour x 0 ±a, il existe ainsi 2 tangentes (non verticales) à 
la conique C issues de Mo perpendiculaires entre elles si et seulement si il existe 2 
solutions mi, m 2 de (6.115) telles que les droites passant par M 0 et de pentes mi,m 2 
soient perpendiculaires, i.e. 


mi m 2 = — 1. 


(6.117) 


D’après les relations coefficients-racines, le produit des racines de l’équation 


u *o 

Il existe donc 2 racines rn\ et rn 2 de produit —1 si et seulement si 

-yl + £ 6 2 = 

a 2 - xl 
i.e. 

x l + ?/o — n 2 + sb 2 . (6.119) 

On notera que les deux racines sont alors réelles et distinctes. En effet, l’équation 
(6.115) étant à coefficients réels, elle a soit deux racines réelles distinctes, soit une 
racine double réelle, soit deux racines complexes conjuguées. Dans les deux derniers 
cas, la relation (6.117) n’est évidemment pas vérifiée. 


(6.115) 

(6.118) 
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On peut, aussi voir que les deux racines sont réelles et distinctes en observant 
que si (6.118) est vérifiée, on a 



et (6.116) est vérifiée. 

L’ensemble des points Mo du plan de coordonnées (x 0 , Vo) tels que xq / ±a et 
d’où sont issues 2 tangentes non verticales perpendiculaires entre elles est donc l’en- 
semble défini par (6.119). On va maintenant distinguer les deux cas ellipse-hyperbole. 

► 1er cas: e = l (cas de l’ellipse). 

{M 0 ] xl + yl = a 2 + b 2 , x 0 / ±a} 

est le cercle de centre l’origine O et de rayon \f a 2 + b 2 privé des 4 points 
x 0 = ±a,y o = ±6- Mais pour x 0 = ±a, la droite verticale x = x 0 est tangente 
à l’ellipse, et il passe une seconde tangente horizontale par M 0 si et seulement si 
t/o = ±b. Les 4 points exclus sont donc les points d’où l’on peut mener deux tan- 
gentes perpendiculaires dont l’une est verticale. 

L’ensemble des points d’où l’on peut mener deux tangentes perpendiculaires 
entre elles à l’ellipse est donc le cercle entier 

{M 0 ; xl + y 2 = a 2 + b 2 }. 

► 2ème cas : e = — 1 (cas de l’hyperbole). 

{M 0 ; xl + yl = a 2 - b 2 , x 0 / ±o } = {M„; x 2 0 + yl = a 2 - b 2 } 

est l’ensemble vide si a < b, le cercle réduit à l’origine {0} si a — 6, et le cercle, de 
rayon y/ a 2 — b 2 si a > b. Par ailleurs, si Xo = ±o, la verticale x = xo est. une tangente 
à l’hyperbole, mais l’hyperbole n’ayant, pas de tangente horizontale, le point M 0 ne 
convient pas. 

L’ensemble des points d’où l’on peut mener deux tangentes perpendiculaires 
entre elles à l’hyperbole est donc l’ensemble vide si a < b, et si a ^ b, c’est le cercle 
de rayon y/a 2 — b 2 . 

(ii) Soit V la parabole d’équation 

y 2 = 2 px. 


Soit M 0 un point du plan de coordonnées (x 0 ,!/o)- L T ne droite D non verticale, de 
pente m G E passant par M 0 a pour vecteur directeur v 


= | ) , et l’on a. 

w 


D — {Mo ■+■ iv; t G E}. 



210 


CHAPITRE 6. GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE PLANE. 


Les points 


d’intersection de D et C sont donnés par l’équation en L : 


(; Vo + rnt) 2 - 2 p(x 0 + t) = 0 


qui s’écrit 

rn 2 t 2 + 21.(yom - p) + y 2 - 2 px 0 = 0. (6.120) 

La droite D est tangente à V si et seulement si (6.120) est de degré 2 et a une racine 
double en t, i.e. 

rn ï 0 (6.121) 

(y 0 rn - p) 2 - rn 2 {yl - 2 px 0 ) = 0. (6.122) 

L’équation (6.122) s’écrit après simplification par p : 

2xo m 2 + 2y 0 in + p = 0 (6.123) 

Les pentes des tangentes non verticales issues de M 0 sont donc les m G E, m ^ 0 
qui vérifient (6.123). Comme aucune horizontale n’est tangente à V, il y a deux 
tangentes issues de Mo et perpendiculaires entre elles si et seulement si l’équation 
(6.123) a deux racines réelles mi,rn 2 telles que 

rri\m 2 = —1 

D’après les relations coefficients-racines, cela équivaut à l’équation 

2x 0 

i.e. 

XO = -f (6.124) 

Or (6.124) est l’équation de la directrice V de V, d’où le résultat. 

Exercice 6.9. 

Dans le plan affine euclidien rapporté au repère orthonormé (O, (ei,e 2 )), soient 
les 2 points A(-\/2,—\/2), B(\/ 2, — \/2) et T le cercle de centre O et de rayon 2. 
Soit M un point, de T différent de A et B. On note P et Q les points d’intersection 
avec l’axe des abscisses des droites MA et MB respectivement, et / le centre du 
cercle V m circonscrit au triangle MPQ. Soit enfin 0 la détermination principale de 

l’angle orienté (e l5 OM). 

(i) Montrer que le triangle MPQ se déduit du triangle MAB par l’homothétie 

de centre M et de rapport X M = et en déduire que le cercle V M se déduit 

du cercle T par cette homothétie. 

(ii) Calculer OI en fonction de 0 et donner l’équation en coordonnées polaires 
du lieu H du point / lorsque M décrit T. 

(iii) Quelle est la nature de ? 

Indication. 

Voir Fig. 6.21. 

(i) La droite AB étant parallèle à l’axe des x, le triangle MPQ se déduit du triangle 
MAB par une homothétie de centre M et de rapport A m- On a 
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OM = MA = (Z^ZITJ) . ct si X 'P d6si g ne l’abscisse de P, 

MP = ( xp S 2 l™*°) , donc l’équation MP = A m MA donne par projection sur la 

deuxième composante — 2 sin# = + 2sin#) i.e. X m = y^lTinô" ' ^ ar cc ^ e 

hornothétic, le cercle T passant, par A, B, M est transformé en un cercle passant par 
P,Q, M, i.e. en V M . Le centre I de V M est donc le transformé du centre O du cercle 

r. 

(ii) OI = OM 4 MI = (i - yoM = îwbrï OM = av “ 

u(0) = cos 0 e x + sin 6 e 2 . L’équation en coordonnées polaires de TL est donc 


2 

1 + \/2 sin 0 


(6.125) 


(iii) L’équation (6.125) s’écrit encore avec 0 O = ~ : 

2 

1 + -\/2cos(# — 0 O ) 

C’est l’équation d’une hyperbole d’excentricité e = \/2, de foyer O , d’axe focal 
(oriente vers la directrice V relative au foyer O) Oy , de paramètre p = 2. Comme 
p = ed où d est la distance du foyer à la directrice associée, d = \/2 et la directrice 
V a pour équation y = \/2. Par ailleurs, si a est le grand axe et c = a\/ 2 la distance 
focale, c = c-r(|) = c- donc a = 2 et c = 2y/2. Le centre Ü de l’hyperbole a 

pour coordonnées x u = 0, yn = 2\/2- Les asymptotes correspondent à sirifl = 

Le. 0 = -2. (mod 2?r) et 0 = tt - (-f) = Ç (rriod 2 tt). Ce sont les angles polaires 
des 2 points A et B. Ori vérifie facilement que les asymptotes sont les deux tangentes 
au cercle V issues du point fl. En effet, si une droite passant par fl est tangente à T en 
un point T, dans le triangle rectangle f ÏTO, on a ||OT|| = ||on|| sin o avec o l’angle 
non orienté des deux vecteurs Ofl et OT. Cette relation donne sin or = , donc 

a = \ (puisque a < f ). La directrice V passe par les points de tangence car c’est la 
médiatrice du segment [Ofl]. L’hyperbole TL est équilatère (i.e. les asymptotes sont 
orthogonales). Le point I décrit la branche de TL qui rencontre T lorsque M décrit 
l’arc de T situé ”au dessus de A, B ” et l’autre branche lorsque M décrit l’arc de I 
situé ”au dessous de A, B”. 

Exercice 6.10. 

Tracer la courbe dont l’équation en coordonnées polaires est 

_ 1 

1 + 2 cos 0 


Indication. 

D’après le Th.6.9 , la courbe est une hyperbole d’excentricité 2, de paramètre 1, 
le pôle O est l’un des foyers, l’axe polaire est l’axe focal, orienté vers la directrice 
associée au foyer O. D’après 1a, relation p = et/, la directrice est la verticale au point 
d’abscisse x = | . 

Le domaine de définition de la fonction 0 r(6 ) = 1+2cos ë est 

R \ {dzy- + 2/br ; k £ Z). La fonction est 27T-périodique, donc on l’étudie sur un 
intervalle de longueur 27 r, par exemple [ — 7T, 7r]. La fonction étant paire, on restreint 
l’intervalle d’étude à [0 ,tt] \ {y-} et on complétera par une symétrie par rapport à 
l’axe des abscisses. On a r'(6) = (|+ 2 2 s ^ j?, d’où le tableau de variations. 
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- 

0 n / 2 ^3 71 

D 

MMMM 

+ 0 

H 

4-00 

l, 3 

- 1 

'CO 

V 

tco \ 

— oO 


Il y a une branche infinie de direction 0 = Soit X , Y les coordonnées associées 

au repère mobile 



( 


27 r . 2n 

u?i = cos — ej + Sin — e 2 , 


W2 tt — — sin 

3 


2tt 

— e x + cos 



ej étant un vecteur unitaire directeur de l’axe polaire orienté et e 2 le vecteur direc- 
tement perpendiculaire. On sait que si r sin ( 0 — possède une limite y 0 quand 
6 -> y , alors la droite ayant pour équation Y = Yu dans le repère mobile (uît.wîî) 
est asymptote à la courbe. La position par rapport à l’asymptote est donnée dans 
le repère mobile par le signe de r sin (0 — - Y ü . On a ici en posant 0 — ~ = h 

. . sin h 

r sin h = 77 s— c 

1 -|- 2 cos (h 4- 

sin/t 

1 — cos h — \/3 sin /i 
/i -|- o(h 2 ) 

-W5+Ç + o(/> 2 ) 

1 /l 


Donc il y a une asymptote d’équation Y = — Notons A le point de coordonnées 
(0, — ^) dans le repère mobile . La position par rapport à l’asymptote est donnée 

dans le repère mobile par le signe du terme — Quand h —*■ 0 par valeur négatives, 
la courbe est au dessus, quand h —ï 0 par valeur positives, la courbe est au dessous. 
Soit fl le centre de l’hyperbole, intersection des asymptotes. Comme le triangle Où A 
est rectangle en A, l’abscisse de fl est donné par x^ cos | soit xq, = |. D’où 

le tracé de l’hyperbole (voir Fig. 6.22). 

Exercice 6.11. 

Le plan affine euclidien est rapporté au repère orthonormé (O, (ei,e 2 )). Soit C 
un cercle d’équation 

x 2 + y 2 — 2 ax — 2 by + c = 0. 

passant par le point A de coordonnées (æ 0 , — 1). 

(i) Montrer que la pente de la tangente en A à C est : 


xq — a 


b + 1 
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(ii) Montrer que le lieu des centres des cercles C passant par le point F de co- 
ordonnées (0,2), ayant un point d’intersection avec la droite d’équation y = — 1 tel 
que la tangente en ce point ait une pente égale à \/3, est la courbe Ti d’équation 

x 2 — 3 y 2 — 12y — 0. 

(iii) Quelle est la nature de 7-f? Préciser un foyer et la directrice associée. Dessiner 

n. 

Exercice 6.12. 

Dans le plan affine euclidien rapporté au repère orthonormé (O, (ei,e 2 )), soit A 
le point de coordonnées (<x, 0) , a € K. Soit J : I --> E une fonction de classe C l sur 
un intervalle / de E et C la courbe d’équation y = /(x), x € T- Soit x £ I, M le 
point de coordonnées ( x,f(x )), et T le point d’intersection (supposé exister) de la 
tangente en M à la courbe C avec l’axe des ordonnées. 

(i) Montrer que les droites AM et AT sont orthogonales au point A si et seule- 
ment si / vérifie 


xf{x)f\x) - (/(x)) 2 + ax - a 2 = 0. 
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(ii) En posant z = y 2 , intégrer l’équation différentielle 

xyy — y 2 + ax — a 2 = 0. 

et en déduire que les droites AM et AT sont orthogonales au point A quel que soit 
t € / si et seulement si il existe C € K tel que 

(/( x )) 2 = Cx 2 + 2 ax -a 2 Vxe I. 

(iii) Soit T c la courbe d’équation cartésienne 

y 2 = Cx 2 + 2 ax — a 2 . 

Montrer que Te est une conique dont A est un foyer. Quelle est la. directrice associée? 
Exprimer l’excentricité en fonction de C. 

Exercice 6.13. 

Soient A et. B deux points du plan affine euclidien et k > 0, k ^ 1. Montrer 
que l’ensemble des points M tels que jjjjgjf = k est le cercle ayant pour centre le 
barycentre G des points A et B affectés respectivement des poids 1 et -k 2 , et pour 
rayon R = j^p-jH AB||. 

Indication. 

Utilisons un repère orthonormé (O, (ei,e 2 )), avec O le milieu du segment [A,B\ 
et ej = 


PB 

l|OB|| 


. Les coordonnées des points A et B sont respectivement (-t*,0) et 


(a,0) (q > 0). Soit M de coordonnées (x,y). L’équation 

IImaii 


IImbh 


= k 


(6.126) 


s’écrit 


x 2 + a 2 + 2 ax + y 2 — k 2 (x 2 + a 2 - 2 ax + y 2 ) 

<4- 

x 2 (l — k 2 ) + 2qx(1 + k 2 ) + y 2 (l — k 2 ) = {k 2 - l)a 2 

( 1 + k 2 \ 




+ y — a‘ 


mï- 


a 2 


( 




Z + C + y 2 


4k 2 a 2 
(1 - /b 2 ) 2 ' 


1 - k 2 

On reconnaît l’équation d’un cercle dont le centre G a pour coordonnées 

1 + k 2 


(-a 


1 - k 2 


>0) 


i.t. 


OG 


- Cl*) 


„ Tka k 

R ~ \\-k 2 \ " |1 — k 2 \ A ll- 


Le rayon R est 
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On a 

OG = rJ-p (° A - * 2 ° B ) 

donc G est le barycentre des points A et B affectés respectivement des poids 1 et 
—k 2 . Quand k varie sur [ 0, 1 [, l’abscisse x c = — de G varie de — a à — oo donc 
G décrit la demi-droite orientée [A, — oo[ de l’axe des x. Quand k varie sur ] 1 , +oo[, 
xc varie de +oo à a donc G décrit la demi-droite orientée ] + oo, B[ de l’axe des x. La 
valeur k = 0 donne le cercle-point, {A}. Le point B est un point limite correspondant 
à k — > +oo. On a 


R 2 


4 a 2 k 2 _ 2 (1 + k 2 ) 2 - (1 -k 2 ) 2 
(1 _ *;2)2 - a (i _ k 2 ) 2 


= ^( r ^) 2 -“ 2 = " OG ii 2 -° 2 


donc 

|| OG|| 2 — R 2 -\- a 2 . 

Cela signifie que le cercle T correspondant à la valeur k est orthogonal au cercle 
de centre O et de rayon a. Or si l’on considère les deux cercle-points F 4 = {/l} et 
Fb = {B}, l’équation ( 6 . 126 ) s’écrit 


Vr A (M) = k*Tr B (M) 
<=> 

Vr A (M)-k 2 Vr B (M) = 0 


rr^W- = 0 

XVr A (M) + (l - X)Tr B (M) = 0 (A = 


1 


1 - A; 2 


^ 0 ). 


On voit donc que les cercles en question forment quand k varie le faisceau de cercles 
défini par = {/!} et Fb = { B }, i.e. le faisceau à points limites A et B, privé du 
cercle-point I’b = {B} car A ^ 0 . On sait que ce faisceau est l’ensemble des cercles 
dont le centre est sur l’axe des x (et ici ^ B) et qui sont orthogonaux au cercle de 
centre O et de rayon a. L’axe radical du faisceau est la médiatrice du segment, [A, B] 
(axe des y). 

Exercice 6.14. 

Un astéroïde a une orbite autour du Soleil coplanaire avec l’orbite de la Terre, 
l’orbite de la Terre étant supposée circulaire (on néglige l’interaction astéroïde- 
Terre). On suppose que l’astéroïde passe à une distance minimale du Soleil égale à 
la moitié du rayon de l’orbite de la Terre, sa vitesse numérique étant alors le double 
de celle de la Terre. 

(i) L’astéroïde quittera-t’il le système solaire? 

(ii) Calculer la vitesse numérique de l’astéroïde à l’endroit où il croisera l’orbite 
terrestre, ainsi que l’angle entre les deux orbites. 

Indication. 

Voir Fig. 6 . 23 . 

(i) Soient S le Soleil, T la. Terre, M l’astéroïde, il la masse du Soleil, m celle de la 
Terre, m' celle de l’astéroïde. Le champ de gravitation créé par le Soleil en un point 
P est Gp = — fru avec u = jj|pjj et r = ||SP||. La force exercée sur la Terre par le 
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Soleil est donc F T = -£u avec u - p£jj,r = ||ST|| et k = Çpm. Comme l’orbite 
de la Terre est supposée circulaire, la vitesse numérique de la Terre est constante 
égale à üq, et 

v 2 _ _ Çh 

0 mr 0 r 0 

Soit Cl (périhélie) le point où l’astéroïde M est le plus près du Soleil. Sa vitesse 
numérique en Cl est par hypothèse va = 2ï; 0 . L’énergie totale de l’astéroïde en Cl est 


donc : 


„ l /2 Gnm' o / 2 

E = -rn'vl — = 2m u 0 - 2——. 


Elle est nulle. Cela signifie que l’astéroïde a une trajectoire parabolique. Il quittera 
donc le système solaire. 

(ii) L’énergie totale de l’astéroïde en A ou H, points d’intersection de son orbite 
avec celle de la Terre, est : 

l /2 Gprn! 

E =2 mv *~ — 

donc comme elle est nulle, va — \/2t>o- 

La trajectoire de l’astéroïde a pour équation en coordonnées polaires 


r = 


P 

1 + cos 6 


où p est le paramètre de la parabole. On sait que ]|S2S|[ = |, puisque le foyer est S 
et le sommet II. Donc p = r 0 . La parabole coupe l’orbite de la Terre pour r — r 0 , 
i.e. co sO = 0. Les points A et B ont donc pour angles polaires respectifs Û A = — | 
et Or = | (mod 27 t). 

Soit t y i l’instant où l’astéroïde passe au point A. Sa vitesse est donnée dans le 
repère mobile (u,w) au temps Ia (cf. (6.66)) par la formule (6.69): 


V = r u + r6 w. 


La vitesse de la Terre au point A est parallèle à w. La détermination principale 
ip = (u, V) de l’angle (u, V) est telle que 


tan ip — 


r6 


r 


1 + cos 6 

r 


dr 


sin 0 


t=t A 

_ dû _ 

e =-ï 

" 


donc = — ~ (mod i r). La détermination principale ip = (w, V) de l’angle (w, V) 
est telle (jue <p = ip — | (mod 27 r), donc = f (mod 7 r). Au point B, puisque 
0B = |, on obtiendrait de même 'ip = j (mod 7r) et cp = —j (mod 7r). 



Chapitre 7 


Angles en géométrie euclidienne 
plane. 

7.1 Angle orienté de 2 vecteurs. 

7.1.1 Un lemme fondamental. 

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 2. Rappelons qu’un endomor- 
phisme isométrique de déterminant 1 de E est appelé une rotation de E et que le 
groupe SO(E) des rotations de E est isomorphe au groupe 50(2) (Th. 2.3) et est 
donc commutatif (Th. 2.5). 

Lemme 7. 1. Soient u,v deux vecteurs unitaires de E. Il existe f € SO(E) unique 
tel que /( u) = v. 

Démonstration. 

Introduisons une base orthonormée B = (ei,e 2 ) de E. Soit (y) et (*<) les 
composantes de u et v respectivement, dans la base B. Un endomorphisme / de E 
est un élément de 50(E) si et seulement si sa matrice A dans la base B est un 
élément de 50(2). Or on sait cjue 

50(2) = ~ b y, o,6 € R, a 2 + 6 2 = l}. 

Tout revient donc à démontrer qu’il existe une telle matrice 

A=(l a, b CK, a 2 + b 2 = 1 (7.1) 

vérifiant A ( % ) = (£»’). Cela s’écrit : 

ax — by = x' 
bx + ay = y' 

xa — yb = x' 
ya + xb = y' 


ou encore 
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C’est un système d’équations où les inconnues sont a et b. Le déterminant du système 
est A = x 2 + y 2 = ||u|j 2 = 1. 11 y a donc une solution unique 
a = | y> | = xx' + yy' , 6 = | x y | = xy' - yx'. Ori a bien a 2 + b 2 = 1 puisque 

a 2 + b 2 = ( xx ' + yy') 2 + (xy' - yx') 2 = x 2 (x' 2 + y' 2 ) + y 2 (x 2 + xj 2 ) 

= (z 2 + y>)(x' 2 + y' 2 ) = H| 2 ||v|| 2 = 1. 


D’où le résultat. D 

Remarque. Ce lemme ne se généralise pas aux dimensions ti > 2, car l’unicité 
est alors perdue. Par exemple, pour n = 3, si u est un vecteur normé et que l’on 
considère v = — u, alors pour tout vecteur normé k orthogonal à u, la rotation 
Rk(n) d’axe orienté Rk et d’angle n vérifie /ük(7r)(u) = v. 

7.1.2 Identification canonique SO(E) = 50(2) dans le cas 
orienté. 

On peut toujours identifier SO(E) à 50(2) dès que l’on fixe une base ortho- 
normée de E. Mais il y a une infinité de bases orthonormées de E et l’on pourrait 
donc s’attendre à ce que cela donne une infinité d’identifications différentes. Nous 
allons voir qu’il n’y en a en fait que 2 différentes, et qu’elles correspondent aux 2 
orientations possibles sur E. 

Lemme 7. 2. Soit f une rotation de E, E, B' deux bases orthonormées de E, et 
A, E € 50(2) les matrices de f dans les bases B, B' respectivement. Alors: 

• Si B et B' appartiennent à la même orientation de E, on a B = A\ 

• Si B et B' n'appartiennent pas à la même orientation de E, on a 

b = a~k 

Démonstration. 

Soit P la matrice de passage Pb,b'- Comme les deux bases sont, orthonormées, 
P g 0(2). Supposons d’abord que B et B' appartiennent à la même orientation 
de E. Alors P G 50(2). Or B = P~ l AP et 50(2) est un groupe commuta- 
tif. Donc B = P~ l PA = A. Supposons maintenant que B et B' n’appartiennent 
pas à la même orientation de E. On a donc det P = —1. Introduisons la ma- 
trice J = ^ - Comme J appartient à 0(2) et a pour déterminant — 1, 

la. matrice Q = PJ appartient à 50(2). Or J~ 1 = J donne P — QJ. Donc 
B = P~ l AP = ( QJ)~ l A(QJ ) = JQ~ l AQJ = JQ~'QAJ = J AJ en utilisant à 
nouveau le fait que 50(2) est commutatif. Or A est de la forme (7.1). Donc 

-'«-G -.*)(: 

□ 

Il y a donc 2 identifications 50(E) = 50(2) possibles. Sélectionner l’une d’entre 
elles équivaut à sélectionner une orientation de E. 

Si E est orienté, il y a une identification canonique 50(E) = 50(2) : c’est, 
celle qui à / € 50(E) associe sa matrice A dans une base orthonormée directe 
quelconque. 
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7.1.3 Notations. 

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose E orienté et on fait l’identification 
canonique SO{E) = 50(2) : nous identifions une rotation / G SO(E) à sa matrice 
A dans une base orthonormée directe quelconque. La matrice A ne dépend pas de 
la base orthonormée directe. On notera donc systématiquement /(v) = Av pour 
tout v G E. Si B = (ei,e 2 ) est une base orthonormée directe de E , on a pour tout 
vecteur v = are! + ye 2 = (y) '■ /(v) = Av = A ( y ) . 


7.1.4 Définition de l’angle orienté. 

D’après le Lemme 7.1 et l’identification canonique, si u,v sont deux vecteurs 
unitaires de E, il existe A G 50(2) unique tel que Au = v. C 

Définition 7. 1. (i) On appelle angle orienté des deux vecteurs unitaires u,v du 
plan euclidien orienté E l’unique élément A de 50(2) tel que /lu = v. 

(H) On appelle angle orienté de deux vecteurs non nuis quelconques u, v de E l’angle 
orienté des deux vecteurs unitaires jjjjjj, jj^. 

L’angle orienté de deux vecteurs non nuis u, v de E est donc un élément de 
50(2). Pour utiliser une notation différente de celle qu’on utilisera plus loin pour 

ses déterminations , on le notera (u,v). 

7.1.5 Problème de la mesure des angles orientés. 

Mesurer les angles orientés, c’est établir une bijection entre 50(2) et un sous- 
ensemble de R. Cela va se faire eri 2 étapes. D’abord on va montrer que 50(2) est 
isomorphe au groupe T des nombres complexes de module 1. Ensuite, on va voir que 
T est isomorphe au groupe quotient R / 2irZ où 7 r est un nombre réel que l’on va 
définir. Cela nous permettra d’associer à un angle des déterminations qui sont des 
nombres réels. 

7.2 Isomorphisme canonique ip : T — > 50(2). 

Lemme 7. 3. Soit T = {z G C ; \z\ = 1}. 

(i) L’application <p : T — y 50(2) définie par 

<p(a + ib) = (“ (7.2) 

est un isomorphisme du groupe multiplicatif T sur 50(2). 

(ii) Si l’on identifie l’espace vectoriel R 2 au R -espace vectoriel C en identifiant le 
vecteur (y) G R 2 au nombre complexe x + iy G C, l’endomorphisme de R 2 dont la 
matrice dans la base canonique est <p(a + ib) s’identifie à la multiplication par a + ib 
dans C: w t-y (a + ib)w. 

Démonstration. 

(i) D’après le Th. 2.5, l’application tp est bien définie et est une bijection de T 
sur 50(2). Il est immédiat de vérifier que c’est un homorphisme de groupes, i.e. 
<p((a + ib)(c + id)) = <p(a + ib)ip(c + id). 

(ii) (a + ib)(x + iy) = ax -by + i(bx + ay) = ( ) = ( 6 ~a ) ( v ) = fi 11 + lb )(y)- 

□ 
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7.3 Revêtement universel de T. 


7.3.1 Fonctions cos et sin. 

La fonction exponentielle sur K x •-> e® est l’application de R dans ]0, +oo[ 
réciproque de l’application logarithme de ]0, +oo[ dans R définie par Logx = f* j. 
On sait que l’on a le développement en série entière 


+ °°^ 


= V-r Vz<E 

^ n! 


n— U 


La série entière a P our rayon de convergence R = +co. Cela permet de 


définir pour tout z G C l’exponentielle de z par la formule: 


+oo 


e — 


= yi.. 

^ n! 


(7.3) 


n=0 


Pour z, w G C fixés, les deux séries ffr et ^n=o sont absolument conver- 

gentes, donc la série produit est absolument convergente et sa somme est le produit, 
des sommes : 


+oo / 


g=0 V 


' +co 


'+oo 


n=0 Vp^n P'’ * 
*\ 

jp+q=n pl 9! 


<—• ' V\ 


Or le terme général JT. _ n de la série produit s’écrit 


Y z* JfjTL 1 £ C p z p w n-p = _L(* + w y 
t—‘p\{n — p)\ n\ n! v 


p=0 ‘ ' 1 ' p=0 

d’après 1a. formule du binôme. On a donc 

e z + w = e z e w Vz, w G C. 


(7.4) 


En particulier, comme e° = 1, on a 1 = e z e z , donc e z ^ 0 et (e z ) 1 = e z Vz £ C. 
Notons aussi que le conjugué complexe e z est e z . En effet, 


+00 „ N N N _ n 

Y~ = Iim Y~ = lim Y~ = lim Y = e*. 

^ — ' n\ N-t+co *—• n! N-ï+oo-*- — < n! N -*+ 00 ^ — / n! 
n=ü n=0 


n=0 n=ü n=0 n=0 

En particulier, pour tout f G R on a = e~ If Le. C = C _l en notant ( = e tl , donc 

|e‘‘| = 1 Vf e R. (7.5) 


Définition 7. 2. On définit les fonctions cos et sin par 

cos t — ÜHe e lt , sin t — 3m e’* Vf G R, 

où ffte z et 3m z désignent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe z. 
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(7.5) s’écrit 


cos 2 1 + sin 2 1 = 1 V* G R. 


(7.6) 


Potir tout t G R, on a par définition 


e 


it 


+oo 

£* 


(7.7) 


donc 

+oo ^2n 

cos< = 

n=0 V ’ 

et les séries entières ci-dessus ont pour rayon de convergence R — +oo. En tant que 
sommes de séries entières, les fonctions t ^ e lt , t > cos t, t H > sin* sont de classe 
C°° et les dérivées s’obtiennent par dérivation terme à terme. On a 


+ 00 


sin* = ^(-1) T 


* 2n+1 


«=o 


(2 n + 1)! 


(7.8) 


j +OC in- 1 +2> +k 

le' t = Yr n n t — = iYt kt r: = ie' t . 

dt ^ n\ f-f k\ 


(7.9) 


n=l k=ü 

En prenant, les parties réelles et imaginaires, on obtient 

d . d . 

— cost=— sin*, — sin t = cos t . 
dt dt 


(7.10) 


En particulier, la fonction t e a n’est pas constante puisque sa dérivée n’est pas 
nulle (et même ne s’annule pas) d’après (7.5). 


7.3.2 Revêtement universel de T. 

Théorème 7. 1. Soit i\) : R -»• T l’application définie par ip(t) = e lt . 

(i) ip est un homomorphisme de groupes, continu pour les topologies habituelles de 
R et T. 

(ii) Il existe un nombre 7r > 0 unique tel que Ker ip — 27rZ. 

Démonstration. 

(i) L’application ip est définie, puisque |e ,É | = 1 V* G E. Ensuite, ip est un homor- 
phisme du groupe additif R dans le groupe multiplicatif T puisque 
xP(t + s) = e‘ (t+s ) = e H e is = ip(t)ip(s) Vf, s G R- De plus ip est continu puisque 
ip(t) = cos t + i sin t V* G R par définition des fonctions cos et sin, et que ces 
fonctions sont continues (par définition de la topologie induite par R 2 sur T, une 
application de R dans T est continue si et seulement si ses deux composantes le 
sont). 

(ii) ip étant continu, le noyau H = Ker^ = ip~ l {{l}) est un sous-groupe fermé de 
R. On a vu que l’application t e u de R dans C n’est pas constante, donc ip n’est 
pas la constante 1. Cela implique que H ^ R et par conséquent il existe a ^ 0 unique 
tel que H = aZ. Nous allons démontrer que a > 0 en montrant que H fi (0). 

Pour cela, il suffit de montrer qu’il existe (i fi 0 tel que e ,fl = ±i. On aura en 
effet alors e 4t/î = i 4 = 1 donc 4/? G H. 
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Or on a 


e !/î = ±i 44 cos/2 = 0, sin/? = ±1 
44 cos /? = 0. 


Comme cosO = 1 > 0, pour montrer l’existence d’un tel P, il suffit d’après le 
théorème des valeurs intermédiaires de montrer que cos 2 < 0, car alors la fonction 
continue cos s’annulera en au moins un point de l’intervalle ouvert ]0, 2[. On a ([8], 
9.9.5.1, p.215): 


cos 2 


= Et- 1 )' 


>2n 


n=0 


(2 n)\ 


00 2 4k 00 2 4A ' +2 

00 2 4A '+ 4 00 2 4A+2 
“ 1 + 5Z (AU 4. 4M _ 5Z 


= i-E 


^( 4 k + W {4k + 2 )! 

2 4k+2 ( 4 


k-0 


(4k + 2)! 


1 - 


(4k + 4) (4 k + 3) 


) 


Mais 

2 4fc+2 / 4 \ 2 2 / 4 \ 4 

(4k + 2)! V (4 k + 4)(4A: + 3)7 ^ 2! V 12 J 3 > 

donc cos 2 < 0. On a donc prouvé que a > 0. 

Maintenant, comme Ker^> = aTL et que a est unique, il existe bien un unique 7r > 0 
tel que Ker^ = 27rZ : il suffit de poser 7r = | > 0. □ 

Corollaire 1. (i) Les fonctions cos et sin sont 2ir -périodiques. 

(ii) e" = -1. 

(iii) sinf = 0 44 t G 7 rZ. 

(iv) cosf = 0 4$ t € T\7L + 

( v) La fonction sin est une bijection strictement croissante de [— -, |-] sur [—1, 1]. 

(vi) e'z = i. 

(vii) La fonction cos est une bijection strictement décroissante de [0, 7r] sur [—1,1]. 


Démonstration. 

(i) résulte immédiatement de e*( t+27! ) = e 2l7r e ,< = e tl \/t (E R. 

(ii) On a (e*”) 2 = e 2 * 71 = 1 donc e î7r = ±1. Or e” 1 ^ 1 par définition de 7r puisque 
0 < 7r < 2n, donc e tT = — 1. 

(iii) sin t = 0 44 e lt = ±1 <4- e 2tt = 1 44 2t G 27 rZ 44- t G 7rZ. 

(iv) 


cos £ = 0 44 
44 
44 
44 

44 


e !t = ±i 

e 4tl =1 et | sin f | = 1 
4 1 G 2ttZ et | sin 1 1 = 1 
t G —Z et | sin £| = 1 

Z 

3/cGZ f = (2£: + l)^ 

Z 
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(v) La dérivée de la fonction sin est la fonction cos qui ne s’annule pas sur ] — § > f[ 

et garde donc un signe constant sur cet intervalle. Comme cos 0 = 1 , la fonction cos 
est > 0 sur cet intervalle. La fonction sin est donc strictement croissante sur [— §]. 

Comme cos f = 0, on a | sin || = 1, donc sin | = 1 et sin (-f) = -1 puisque la 
fonction sin est impaire et strictement croissante sur [— f, f]- D’où le résultat. 

(vi) On a cos | = 0 et sin | = 1 . 

(vii) La dérivée de la fonction cos est la fonction — sin qui est < 0 sur ]0,7r[. La 

fonction cos est donc strictement décroissante sur [0,7r]. Comme e' w = —1, on a 
cos7r = —1, d’où le résultat. D 

Corollaire 2. (i) L’homomorphisme ip : K — > T, VKO = e%t i ts t surjectif. 

(ii) Pour tout z £ T, il existe une infinité de t £ R tels que z = e' 1 . 

(iii) Pour t, s £ E, on a e tl = e' s t — s £ 27tZ. 

(iv) Pour tout z £ T, il existe s £] — 7t,7t] unique tel que z = e ts . 

(v) L ’ application ip définit par passage au quotient un isomorphisme 

ÿ:R/27rZ->T (7.11) 

du groupe additif R / 2nZ sur le groupe multiplicatif T tel que 

iï([t)) = ip(t) = e ii Vt£ R. 

□ 

Démonstration. 

(i) Soit z = x + iy £ T. On a \z\ 2 = x 2 + y 2 = 1, donc y £ [-1,1] et, 
d’après le Corollaire 1, il existe t £ [—§»§] tel que y = sinf. Alors 
x 2 = 1 — y 2 = 1 — sin 2 1 = cos 2 f donc x = ±cost. Si x = cos t, on a directe- 
ment 2 = e' 1 . Si x = — cos t , on a 

z — — cos tpi sin t = —(cos t — i sin t) = — e~ lt = e t7r e~ tl — e^ ir ~ t \ 


(ii) et (iii) : Soit z £ T. D’après (i), il existe t tel que 2 = e îf . Alors 
2 = e is e il = e is & e i(t-s) = 1 & t -s £ Kerip. 

D’où le résultat puisque Ker^i = 27rZ. 

(iv) Soit z £ T. D’après (ii) et (iii), il existe t £ R tel que 2 = e ü et l’ensemble E z 
des s £ R tels que z = e is est l’ensemble des réels de la forme s = t + 2kix, k £ Z. 
Or si si = t + 2k\ 7r et s 2 = t + 2k 2 it ( k u k 2 £ Z) sont deux éléments distincts de 
E z , on a k x ± k 2 et |si - s 2 | = 2| k x - k 2 \ir ^ 2tt. Donc il existe au plus un élément 
s £ E z tel que s €] — tt, 7t]. Par ailleurs, pour tout N £ N” on a 

k=N 

](-2N-l)7r,(2yV + l)7r]= (J ](2fc-l)7r,(2* + l)7r] 

k=-N 

donc 

R= [J](2fc- 1 )tt,(2A: + 1)tt]. 
kei 

Il existe donc un A: £ Z tel que t e](2fc - I)tt, (2 k + 1 )tt] et alors 

s = t- 2/C7T £] - 7T, 7r] . Ainsi E Z C\\ — n, 7r] = {s}. 
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(v) xj> est un homorphisme surjectif de R sur T, et son noyau est 2îrZ. 
Par décomposition canonique de xp, on obtient donc un isomorphisme 
xp : R / 2ttZ -> T. □ 

Corollaire 3. (i) L ’ application R = ip oip : R 50(2) (où : T — > 50(2) est 
l'application definie, par par 1.2) est un homorphisme surjectif du groupe additif R 
sur le groupe 50 ( 2 ), de noyau KerR = 2ttZ. On a pour /G R : 


R(t) = 


/ cos t 
y si ti l 



(7.12) 


(ii) Pour tout ,1 G 50(2), il existe une infinité de ( £ R tels que A = R(t). 

(iii) Pour t,s G R, on a R(t ) = R(s) & t — s € 2ttZ. 

(iv) Pour tout A 6 50(2), il existe i e]- 7r,7r] unique tel que A = R(t). 

(v) L’application R définit par passage au quotient un isomorphisme 

R : R / 2ttZ 50(2). (7.13) 

du groupe additif R. / 2ttZ sur le groupe multiplicatif 50(2) tel que 

R{[t]) = R(t) Vf G R. 


Démonstration. 

(i) xp est, un homorphisme surjectif de R sur T et p est un isomorphisme de T sur 
50(2). Donc R = ipoxp est un homorphisme surjectif de R sur 50(2). Par définition 
de (p. on a pour tout t G R 

5(0 = ¥>W0) = ¥>(«“) = v(cost + iûn t ) = c ^" 

Enfin 



R(t) = I & Y#(0) = 1 


<=> x)>(l) = 1 ( car ~P est un isomorphisme) 
4=^ /G 2 ttZ . 


(ii), (iii) et (iv). Pour tout t G R on a /I = /?(/.) & A = ip(xp(t)) O s = ^(0 en 
posant z = 9? _I (/1). D’où le résultat d’après le Coroll.2 (ii), (iii), (iv). 

(v) Résulte immédiatement de (i) par décomposition de R. □ 

Définition 7. 3. L’application xp : R — > T définie par xp(t) = e' 1 cl introduite au 
Théorème 7.1 est appelée le revêtement universel de T. 


7.4 Déterminations de l’angle orienté de 2 vec- 
teurs. 

Définition 7. 4. (i) Soient u, v deux vecteurs unitaires du plan euclidien orienté 

E, et A = (u, v) l’angle orienté des deux vecteurs u, v, i.e. l’unique élément A de 
50(2) tel que Au = v. On appelle détermination de la mesure en radians de l’angle 
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orienté, ou plus simplement détermination de l’angle orienté (u,v), tout réel t £ R 
tel que A = R(t) où R(t) est défini par (7.12). 

(ii) On appelle détermination de l’angle orienté de deux vecteurs non nuis quel- 
conques u, v de E une détermination de l’angle orienté des deux vecteurs unitaires 

ifil’M* 

Par abus de langage, pour 1 Ç I, l’endomorphisme de l’espace vectoriel orienté 
E dont la matrice dans la base directe B est R(t.) sera appelée rotation d’ "angle” t. 

D’après le Corollaire 3 du Théorème 7.1, l’angle orienté (u, v) possède une infi- 
nité de déterminations, et deux déterminations différent d’un multiple de 27r. 

Définition 7. 5. On appelle détermination principale de l’angle orienté (u,v) 
l’unique détermination to telle que to 6] — 7r, 7r]. 

Si f £ R est une détermination de (u, v), on notera t = (u, v). 

Si t = (u, v) est une détermination de l’angle (u, v), la classe d’équivalence de t 
modulo 2 ttZ est l’unique élément C UiV de IR / 27 tZ tel que 

Wu, v ) = (u, v). 

On identifiera cette classe à l’angle (u, v) par l’isomorphisme R. 

Cela pose tin problème de notation, car le groupe R / 27rZ est un groupe additif 
alors que le groupe S0( 2) est un groupe multiplicatif. L’habitude fait que l’on opte 
pour la notation additive, i.e. l’addition dans R / 27rZ . 

Proposition 7. 1. (i) 

(--^v) = (^v) (7-14) 

ou, en prenant des déterminations : 

(— u, — v) = (u, v) (mod 27r). (7-15) 


(ii) 

(v, u) = -(u,v) 

ou, en prenant des déterminations : 

(v,u) = — (u, v) (mod 27r). 


(7.16) 


(7.17) 


Démonstration. 

On peut supposer u,v unitaires. Soit t une détermination de l’angle orienté 
( u > v )- 

(i) On a v = R(t) u, donc — v = /?,(£)(— u). Ainsi t est aussi une détermination de 
( — u, — v), ce qui équivaut à dire que (— u, — v) = (u,v). 

(ii) On a u = (R(t))~ l v = R(— f)v, donc — t une détermination de (v, u), d’où 
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7.5 Additivité des angles. 

Théorème 7. 2. Soient u,v,w trois vecteurs non nuis. Alors 

(u,w) = (u,v) + (v,w) (7.18) 

ou, en prenant des déterminations : 

(u, w) = (u, v) + (v, w) (mod 27r). (7. 19) 

Démonstration. 

On peut supposer u,v unitaires. Soit t une détermination de (u.v) et s une 

détermination de (v, w). Alors v = R(t)u et w = /?(s)v, donc 

w = R(s)R(t) u = R(s + t) u 

i.e. s + t est une détermination de (u, w). Q 

Corollaire. Soient u,v, w des vecteurs non nuis, t = (u, v) et s = (u,w) des 
déterminations de (u,v) et (u, w). Alors s — t est une détermination de (v, w). 

Démonstration. 

Soit (v,w) une détermination de l’angle (v,w). D’après le Th. 7.2, on a 
s = t + (v,w) (mod 27 t). Donc (v,w ) = s — t (mod 2n). Alors s - t est aussi 

une détermination de (v,w). □ 


7.6 Formules. 

Théorème 7. 3. Soient u, v deux vecteurs non nuis, et t = (u,v) une détermina- 
tion de l’angle (u, v). Alors: 


(u|v) = || u || 1 1 V | j cos t 
det£j(u,v) = ||u||||v|| sint 

où B est une base orthonormée directe quelquonque de E. 

Démonstration. 

Par définition de t, |p|j = R(f)j|^, donc 

v = |!-^|/?(t)u. 


Dans la base B, on a: 


Il u 


u = 00 ’ = v/ ° 2+/?2 ’ 


donc 


(7.20) 

(7.21) 


|| v || / cos t — sin A /cv\ || v || é a cos t — 0 sin A 

V || u || [sint cos t J \0j || u || \a sin t + 0 cos t) ’ 
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Enfin, 


(u|v) = j-^|(a 2 +/î 2 ) c °si = Hlllvllcos*. 


1 V 

II 

a 

a cos t — (i sin t 

Il U 

t 

P 

asinf + P cos t 

Il V 

t 

a 2 

+ 0 2 ) sin t 

Il u 


IMI 

l|v 

|| sin t . 


□ 


7.7 Somme des angles d’un triangle. 

Théorème 7. 4. Soient A,B,C trois points non alignés du plan affine euclidien 
orienté, et (voir Fig. 7.1) 

(aeTac), (bc^ba), (caTcb) 

les déterminations principales des angles orientés 

(ab^ac), (bcjba), (caTcb) 


respectivement. Alors 

(i) 

(AbTaC) + (BCJBA) + (caTcb) = ±ir. (7.22) 


(i%) (AB, AC), (BC, BA), (CA, CB) sont tous les trois du même signe. 

(lii) 

|| AC|| = || BC|| ^ (AB7AC) = (BC^A) . (7.23) 



FiG. 7.1: Somme des angles d’un triangle. 
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(i) D’après la propriété d’additivitédes angles, on a en prenant les déterminations 
principales 

(AbTaC) + (ÀcTbC) + (BCVBA) s (AbTbA) (mod 2tt) . 

D’après la Proposition 7.1 , toujours avec la détermination principale, 

(acTbc) = (— âc7~bc) = (caTcb). 

De plus (AB.BA) = (AB,— AB) = 7r donc 

(AB7AC) + (BC^BA) + (CaTcB) = tt (mod 2tt). 


(AB,AC) + (BC,BA) + (CA,CB) = 7r + 2fc7r, k& Z. (7.24) 

Mais les trois points A, R,C n’étant pas alignés, on a 

|(Ab7aC)| < tt, |(BC!BA)| < tt, |(Ca7cB)| < tt 


donc __ 

|(AB,AC) t (BC, H A ) t (CA,CB)| < 3?r . 

Par conséquent dans l’équation (7.24) on a nécessairement k = 0 ou k = — 1, ce qui 
donne (7.22). 

(ii) On a par définition d’une détermination 


AC 

l|AC|| 


Æ((AB,AC)) 


AB 

iîÂBir 


Utilisons la hase orthonormée directe (u, v), avec u = et v vecteur directement 
perpendiculaire. Dans cette base, 


AC 


= Il AC|| 
= Il AC || 


/ cos (AB^ÀC) 
\sin (AB^AC) 

/ cos (ÀB^AC) 
\sm (AB^AC) 


- sin (AB, AC) 
cos (AB7AC) 



De même, 


donne 


BC 

l|BC|| 


R(( BA,BC)) 


BA 

l|BA|| 


fi((BA,BC))(-u) 


BC 


= l|BC|| 
= l|BC|| 
= l|BC|| 



(BA, BC) — sin(BA,BC) 
(BA, BC) cos (BA, BC) 


/- cos (BAJBcA 
y — sin (BA, BC) J 


/- œs (BC, BA)\ 
\ sin (BC, BA) J 
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puisque (BA.BC) = — (BC,BA). Donc 


AB = AC + CB = 


l|AC|| 


/ cos(AB,AC)\ 
\sin (AB^AC) J 


~ Il BC|| 


/-cos(BC^BA)\ 
\ sin (BC, BA) J 


( || AC || cos (AB^AC) + ||BC || cos (BCJBaA 
\ || AC|| sin (AB, AC) - ||BC|| sin (BC,BA) J 


/||AB||\ = / 1| AC|| cos (AbTaC) + ||BC|| cos (Bc[BA)\ 25) 

V 0 / y || AC || sin (AB, AC) — ||BC|| sin (BC, BA) J 

Cela implique que 

|| AC || sin (AB7AC) - ||BC || sin (BCJBA) = 0, 

donc || AC|| sin (AB, AC) = ||BC|| sin (BC, BA) et ainsi (AB, AC) et 

(BC, BA) sont de même signe. Par permutation circulaire de A, B , C, le résultat en 
découle. 

(iii) D’après l’équation (7.25), la condition ||AC|| = ||BC|| implique 

sin ( AB^AC) = sin (BcTbA) (7.26) 


et 

|| AB|| = ||AC||(cos (AB^AC) + cos (BC^BÀ)), 
donc en particulier 

cos (AB^AC) f - cos (BC^BA). (7.27) 

La conjonction des deux équations (7.26) et (7.27) implique (AB, AC) = (BC, BA). 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, l’équation (7.25) montre que 
Il AC || = ||BC||. □ 

Définition 7. 6. Un triangle est dit isocèle s’il possède deux côtés de même lon- 
gueur. 


7.8 Angle au centre et angle inscrit. 

Théorème 7. 5. Soient A, B , C trois points non alignés du plan affine euclidien 
orienté, et I le centre du cercle passant par ces trois points. Alors 

(IB^IC) = 2 (AbTaC) 

ou encore en prenant des déterminations : 

(IbTÏC) = 2 (AbTaC) (mod 2 t r) . 
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FiG. 7.2: Angle au centre et angle inscrit (cas 1). 


Démonstration. 

Le triangle I AB étant isocèle, (voir Fig. 7.2 ou Fig. 7.3, la démonstration étant 
valable pour les deux cas) on a : 

(ÂB^AI) = (BIJBA) (mod 2 tt). 


Or d’après le Théorème 7.4, 


(AB, AI) + (IA, IB) + (BI, BA) = tt (mod 2 tt). 


Donc 


2(AB, AI) -f- (IA, IB) = 7r (mod 27r) . 

Le triangle I AC étant aussi isocèle, on obtient de même : 

2(AC^AI) + (IaTÏC) = tt (mod 2 tt) . 

Mais, d’après la propriété d’additivité des angles, on a 

(AbTaC) = (AbTaI) + (aTaC) (mod 2 tt) , 
ce qui donne en utilisant (7.28) et (7.29) : 

2(Ab7aC) = tt - (IAJB) - (tt - (I^ÏC)) (mod 2 tt) 
= (IAJC) - (IAJtB) (mod 2 tt) 

= (IB, IC) (mod 27 r) . 


(7.28) 


(7.29) 



7.9. ARC CAPABLE, COCYCLICITE. 


233 



FiG. 7.3: Angle au centre et angle inscrit (cas 2). 


7.9 Arc capable, cocyclicité. 

Théorème 7. 6. Soient B , C deux points distincts du plan ajjfinc euclidien orienté, 
et a €]0, 7r[. L’ensemble des points M ^ B, C tels que 

(MB7MC) = a (mod tt) (7.30) 

est un cercle passant par B, C, privé des points B, C. La corde BC sépare^ce cercle 
en deux arcs, dont l’un est l’ensemble des points M B, CJ tels que (MB, MC) = a 
(mod 27r), et l’autre l’ensemble des points M ^ B, C tels que (MB, MC) = a — 7r 
(mod 2ix) (voir Fig. 7 J t ). 

Démonstration. 

Soit A la médiatrice du segment [B,C], et / un point quelconque de A. Si / 
n’est pas le milieu de [B, C], on a dans le triangle I BC d’après (7.22) : 

(BC^BI) + (IBJC) + (CI^CB) = tt (mod 2 tt) , 

en notant que dans (7.22) il s’agit des déterminations principales, alors qu’ici il s’agit 
de déterminations quelconques. Comme le triangle est isocèle, cela s’écrit : 

2(BC^BI) + (IBJC) = tt (mod 2 tt). 

Cette relation est encore vraie si / est le milieu de [B, C]. F,lle est donc vraie pour 
tout / € A. On a alors pour tout / € A : 

(IBJC) = 2a (mod 2 tt) ^ 2(BCVBI) = tt - 2a (mod 2 tt) (7.31) 

(BC^BI) = | - a (mod tt). (7.32) 

Considérons maintenant la droite V a passant par B et ayant pour vecteur directeur 
le vecteur unitaire u a défini par (BC,u a ) = f - a (mod 2tx). 
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M 



Fig. 7.4: Arc capable. 


Un point M 7 ^ B du plan appartient à V„ si et seulement si 

(BC, BM) = — — a (mod r) ou (BC,BM) = n + — a (mod 27r), 

2 2 

i.e. 

V Q = {B}U{M ] M ± B] (Bc7bM) = | - a (mod tt) } . (7.33) 

En comparant (7.32) et (7.33) , on voit qu’il existe donc un point unique I Q G A tel 
que (IB, IC) = 2 a (mod 27r), et que I a est le point d’intersection de A avec V a . 

Or si M est un point quelconque du plan, non aligné avec B et C, on a d’après 
le Théorème 7.5, (MB, MC) = a (mod 7 r) si et seulement si le centre I du cercle 
passant par les 3 points M , B , C vérifie 

(IBJC) = 2a (mod 2 t r), 

i.c. / — l a . 

L’ensemble des points M ± B, C vérifiant (7.30) est donc le cercle de centre I a 
et passant par les points B et C, privé des points B et C. 

De plus, la corde BC sépare ce cercle en deux arcs. Soit t la détermination 

principale de l’angle (MB, MC). 

Sur l’un des deux arcs, on a t > 0, donc t G]0, 7t[. Or t = a (mod tt) d’après 
(7.30). Donc t = a. 

Sur l’autre arc, on a t < 0, donc 1 Ç] - 7 r, 0 [. Or a — ir ç] — 7 r, 0[ et t = a — n 
(mod 7 r ) d’après (7.30). Donc t = a — 7 r. □ 

Corollaire. Soient A, B, (7, D quatre points deux-à-deux distincts du plan affine 
euclidien orienté. Pour que les quatre points A, B, C, D soient alignés ou cocycliques, 
il faut et il suffit que 


(AB, AC) = (DB, DC) (mod tt) 


(7.34) 
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Démonstration. 

D’après le Théorème 7.6, les quatre points A, B, C , D sont cocycliques si et seule- 
ment si il existe a € ]0, 7r[ tel que (AB, AC) = a (mod 7r) et 
(DB, DC) = a (mod 7r). D’autre part la droite passant par les points B, C privée 
des points B,C est l’ensemble 

{M\ B,C] (MB^MC) = 0 (mod tt) } . 

Donc les quatre points A,B,C,D sont alignés si et seulement si (AB, AC) = 0 
(mod 7r ) et (DB, DC) = 0 (mod 7r). D’où le résultat. □ 

Définition 7. 7. Soit a e]0, 7r[. L’arc de cercle C formé des points M B, C tels 
que 


(MB, MC) = q (mod 2 tt) 


( 7 . 35 ) 


est appelé l’arc capable de la détermination principale a de l’angle orienté (MB, MC). 

7.10 Argument d’un nombre complexe non nul. 

Soit z = x + iy € C*, x, y € R, x 2 + y 2 ± 0. On identifie z au vecteur u = (y) 
de l’espace vectoriel euclidien R 2 , muni de la base orthonormée canonique (ei,e 2 ) 
et de l’orientation associée. On a \z\ = ||u||. 

Définition 7. 8. On appelle argument de z l’angle orienté (e 1? u). 

L’argument de z est donc l’élément A € 50(2) tel que u = Aei, i.e. 


v^Tÿ 2 \y 




( 7 . 36 ) 


Dire que t € IR est une détermination de l’argument, de z signifie alors que A = R(t), 
ou encore : 

1 /. x \ _ /cost — sin<\ f\ 

*jx 2 + y 2 \yj ~ \ s ' mt cost 

i.e. 



0 . 


x + iy = yjx 2 + y 2 (cos t + i sin t) 


ou 


2 = \z\e xt . 


Si t est une détermination de l’argument de 2 , on notera t = arg 2 . La détermination 
principale de l’argument de z sera notée Arg z. 


Proposition 7. 2. Soient z y w € C. Alors 


arg zw = arg z + arg tu (mod 2n) 
arg - = — arg z (mod 2i r) 


2 

2 


arg — = arg 2 — arg w (mod 2tx) 


( 7 . 37 ) 

( 7 . 38 ) 

( 7 . 39 ) 
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Démonstration. 

Soient t = arg 2 , s = argu>, 9 = arg ( zw ) des déterminations des arguments. On 
a 2 = | 2 |e‘‘ et w- \w\e iS donc 

2™ = \z\\w\e^ = \ Z w\e« t+a \ 

Donc t + s est une détermination de l’argument de zw , et ainsi 

q = t + s (mod 2 tt) 


d’où (7.37). 

Pour (7.38), on a: 



donc —t est une détermination de l’argument, de K 
Enfin, pour (7.39), on a: 

Z 1 

arg - = arg 2 + arg — (mod 2ir) 
w w 

= arg 2 — arg w (mod 2-n) . 


□ 


7.11 Mesure de l’angle non-orienté de 2 vecteurs. 

7.11.1 Définition de la mesure de l’angle non-orienté. 

On suppose que E est un espace vectoriel euclidien de dimension n ^ 2. Soient 
u et v deux vecteurs normés non colinéaires et F le plan qu’ils engendrent. D’après 
le Lemme 7.1 il existe A e SO(F) unique tel que /(u) = v. Mais pour pouvoir 
définir l’angle orienté de u et v, on a vu qu’il faut fixer une orientation du plan F, 
afin d’identifier canoniquement SO(F ) à SO( 2). Or si n ^ 3, la simple donnée d’une 
orientation de E ne permet pas de définir canoniquement une orientation d’un plein 
quelconque. On ne peut donc pas définir l’angle orienté de deux vecteurs normés 
quelconques si n ^ 3. On définit alors la notion plus faible de mesure de l’angle 
non-orienté. 

Définition 7. 9. Soient u,v deux vecteurs non nuis de l’espace vectoriel euclidien 
E de dimension n 2. On appelle mesure de l’angle non-orienté de u et v l’unique 
élément 0 € [ 0 , 7 r] tel que 


cos 6 = 


Hv) 

Hiivir 


(7.40) 


Cela a bien un sens puisque d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 


-1 < 



< l. 
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7.11.2 Cas de la dimension 2. 


Proposition 7. 3. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 2, et 
B = (e 1 ,e 2 ), une base orthonormée directe de E. Soient u,v € E deux vecteurs 

non nuis, t la détermination principale de l’angle (u,v), et 6 la mesure de l’angle 
non-orienté de u et v. Alors : 


(i) 


1*1 = *; 


(a) 

^ [o si det B (u, v) ^ 0 
si dete(u, v) ^ 0. 

Démonstration. 

D’après la parité de la fonction cos , la formule (7.20), et la définition de la 
mesure de l’angle non-orienté de u et v, on a 

cos l£l = cos t = . - /y,, = cos 8. 

HIMI 

Or |£| et 6 appartiennent, à [0,ît], donc |£| = 0. 

(ii) Le signe de t est donné par la formule (7.21), d’où le résultat. □ 

Théorème 7. 7. Soient B,C deux points distincts du plan affine euclidien, et 
a <e]0,tt[. L’ensemble des points M / B,C tels que la mesure de l’angle non orienté 
des 2 vecteurs MB, MC soit égale à a est constitué de deux aies de cercle passant 
par B, C, privés des points B , C et symétriques par rapport à la droite passant par 
B,C (voir Fig. 7.5). 


Démonstration. 

Choisissons une orientation du plan vectoriel associé. Si M / B , C, la. mesure 
de l’angle non orienté des 2 vecteurs MB, MC est égale à a si et seulement si pour 
l’angle orienté on a 

(MB, MC) — ±Qf (rnod 27 t) . 

Soit C l’arc capable de la détermination principale a de l’angle orienté 
(MB^MC). 

Considérons maintenant la symétrie orthogonale par rapport à la droite passant 
par B,C. C’est l’application s du plan affine dans lui même définie par 


,s(M) = B + iu — yv 


où BM = xu+yv, 1Z = (B, (u, v)) étant un repère affine orthonormé direct d’origine 
B , tel que u soit colinéaire à BC. La partie linéaire g de s est l’endomorphisme du 
plan vectoriel associé dont la matrice dans la base orthonormée directe (u, v) est 


J = 




Comme J € 0(2), g est un endomorphisme orthogonal. De ce fait, il conserve le 
produit scalaire, donc les mesures des angles non orientés. Mais det J = — 1, donc 
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FiG. 7.5: Arc capable de l’angle non orienté a €]0,7r[. 


d’après la formule (7.21), g change le signe des angles orientés. On a donc pour tout 
point M , 

((/(MbQ'MC)) = -(mÇmC) (mod27T). (7.41) 

Or comme s est affine de partie linéaire g , on a t/(MB) = s(M)s(B) = M'B et 
ÿ(MC) = s(M)s(C) = M'C, en notant M' = s{M). (7.41) s’écrit donc: 

(M'bTm'C) = -(MB^MC) (mod 2 tt) . 

D’où s(C) = {M' ; M' ^ B, C ; (M'BJVÎ'C) = -a (mod 2 tt) }, i.e.^C) est 

l’arc capable de la détermination principale —a de l’angle orienté (M'B, M'C). 
L’ensemble cherché est donc la réunion des 2 arcs symétriques C et s(C). □ 

Corollaire. Soient B,C deux points distincts du plan affine euclidien. L’ensemble 
des points M ^ B, C tels que la mesure de l’angle non orienté des 2 vecteurs 
MB, MC soit | est le cercle de diamètre BC, privé des points B , C. 

Démonstration. 

Choisissons une orientation du plan vectoriel associé. Soit M ^ B , C. La mesure 
de l’angle non orienté des 2 vecteurs MB, MC est \ si et seulement si pour l’angle 
orienté on a _____ 

(MB, MC) = ±- (mod 2 tt) , 

ce qui s’écrit encore 

(MBJVÎC) = *- 


(mod 7r ) . 


(7.42) 
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C 



c 


FiG. 7.6: Relations dans le triangle. 

L’ensemble des points M 7 ^ B, C tels que la mesure de l’angle non orienté des 2 
vecteurs MB, MC soit ^ est donc l’ensemble des points M / B,C du plan qui 
vérifient (7.42). On sait d’après le Th. 7.6 que l’ensemble des points M B,C du 
plan qui vérifient (7.42) est un cercle C privé des 2 points B, C. Or d’après le Th. 
7.7 l’ensemble des points M ^ B, C tels que la mesure de l’angle non orienté des 
2 vecteurs MB, MC soit | est constitué de deux arcs de cercle passant par B,C, 
privés des points D, C et symétriques par rapport à la droite passant par B , C. Cette 
réunion n’est un cercle privé de B , C que si BC est un diamètre de chaque arc. □ 

Remarque, (i) O 11 aurait aussi pu dire que le centre du cercle C est le point / 
d’intersection de la droite Pi, définie par (7.33) où a = avec la médiatrice du 
segment [B,C\. Or Pi est précisément la droite passant par B et C. Donc / est le 
milieu du segment \B,C\. 

(ii) On aurait également démontrer directement le Corollaire avec un raisonnement 
analytique en utilisant un repère affine orthonormé (/, (u, v)), où / est le milieu du 
segment [B,C] et u = üi§f|- ||IC|| = R > 0, on a dans ce repère: IB = ( - 0 R ), 
IC = («), IM = (*), MB = (-?“*) , MC = ( r _ 7) . Les vecteurs MB et MC 
sont orthogonaux si et seulement si —(R + x)(R — x) + y 2 = 0, i.e. x 2 -f y 2 = R 2 , 
donc l’ensemble des points M tels que les vecteurs MB et MC soient orthogonaux 
et non nuis est le cercle de centre I et de rayon R, privé des points B , C. 

7.11.3 Relations métriques dans un triangle. 

Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. On note a = ||BC||, b = ||CA||, 
c = || AB|| et A, B , C désignent les mesures des angles non orientés des vecteurs AB 
et AC , BC et BA , CA et CB respectivement (voir Fig. 7.6). 

Triangle rectangle. 

Si le triangle ABC est rectangle en A, i.e. A= |, alors 

a cos B = c 
a sin B = b. 

En effet, par définition de l’angle non orienté on a cos B 


(7.43) 

(7.44) 
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(ï) ® 

Fig. 7.7: Loi des sinus. 

(BC|BA) = (AC - AB|BA) = (-AB|BA) = c 2 . Donc cos 5 = J = f, Le. 
a cos B = c. L’autre égalité se démontre de la même façon. 

Triangle quelconque. 

a 2 = 6 2 + c 2 - 26c cos A . (7 .45) 

En effet, 

a 2 = || BC|| 2 = (BC|BC) = (AC - AB|AC - AB) 

= || AC || 2 + || AB|| 2 - 2(AB|AC) = b 2 + c 2 - 26c cos A . 

D’après (7.45) le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si 

a 2 = 6 2 + c 2 . (7.46) 

(Cet énoncé constitue le Th. de Pythagore). 

Triangle quelconque : loi des sinus. 




-A = -A = _A = 2 R (7.47) 

sin A sin B sin C 

où R désigne le rayon du cercle circonscrit à. ABC. ^ 

Pour montrer (7.47), notons qu’il y a deux cas possibles suivant que (i) A ^ § 
ou (ii) A > \ (voir Fig. 7.7). Dans les deux cas (i) et (ii), si D désigne le point 
diamétralement opposé à C sur le cercle circonscrit, le triangle C BD est rectangle 
en B. Soit D la mesure de l’angle non orienté des vecteurs DB et DC. Dans le cas 
(i), D = A. Dans le cas (ii), D = n — Â. Donc dans les deux cas, sin D = sin A. Or 
on a dans le triangle rectangle BC D : 


||DC|| sin D = ||BC|| =a 
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donc 2/?sin D = a, i.e. 2/? sin À = a. Alors 

a 


sin À 


= 2 R. 


En permutant circulai renient, les rôles de A, B,C, on obtiendrait de la même façon 

A = 2Ret^= 2 R. 

8in B sinC 

Triangle quelconque: aire. 


2a = ab sin C = bc sin Â — ca sin B 


(7.48) 


où a désigne Faire du triangle ABC. 

En effet, introduisons un repère affine orthonormé (O, (ei, e 2 )), et soient x, y les 
coordonnées associées. Comme dans l’exemple de la sous-section 4.3.3, la surface tri- 
angulaire E définie par ABC peut être paramétrée par 
OM = f(ui,u 2 ), avec / : R 2 — > R 2 définie par /(u 1 ,m 2 ) = OA + u\ AB + u 2 AC, 
et (u u u 2 ) 6 S = {(uj,u 2 ) € [0,1] x [0, 1] ; 0 ^ Uj + u 2 ^ 1 }. On a alors 


a = JJ dxdy = JJ | J| du\du 2 


ou 


J = det( ei ,e 3 ) (AB, AC) 

est le jaeobien de /. D’après la formule (7.21), on a 

\J\ = |det( ei ,e 2 ) (AB, AC)| = bcsinÂ 

donc 


a = bc sin A 


//, 


Or 


// 


du\du 2 = - 
s 2 


du\ du 2 . 


1 


(voir calcul dans l’exemple de la sous-section citée), donc finalement 

a = — bc sin A . 

2 

En permutant circulai rement les rôles de A, B , C, on obtiendrait de la même façon 

a = - en sin B — - ab sin C . 

Remarque. Si dans la base (ei, e 2 ) on a AB = ( % ) , AC = ( x y , ) , on identifie AB 
et AC aux vecteurs (o) ’ (^ ) l’espace euclidien R' 5 . Alors 

A B A Ae = (ïj A (✓) = ( jy , d’°ù 

|det(ei,e a ) (AB, AC)| = | xy' - yx'\ = j|AB A AC||. 

Donc 

a = 2 l|AB A AC||. 

Par permutation circulaire, 

2a = ||AB A AC|| = ||BC A BA|| = ||CA A CB|| . 
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7.12 Exercices. 

Exercice 7.1. 

Dans le plan euclidien orienté rapporté au repère orthonormé direct ( O , (e l5 e 2 )), 
soient S l’ellipse § + = l (a > /> > 0) et F le foyer de coordonnées (c,0) c > 0. 

(i) Soit M 0 G £ un point arbitraire de coordonnées ( x 0 ,y 0 ) et Tq la tangente à£ 
au point Mo- 

(a) Donner un vecteur directeur de la normale à 7o- 

(b) Montrer que l’équation de 7o est ^ ^ = 1. 

(ii) Soit H le projeté orthogonal de F sur %■ Montrer que les coordonnées (a:, y) 
de H sont solutions du système : 


xxo b 2 + yyoa z = a 2 b 2 
xyoa 2 — yx.ob 2 = a 2 cy 0 . 


Calculer x et y. 

(iii) En élevant au carré chacune des équations du système précédent, et en uti- 
lisant le fait que M 0 G £, montrer que le point II est sur le cercle principal de £. En 
déduire que le lieu de II quand M 0 décrit £ est le cercle principal de £. 

(iv) Soient T\ et T 2 deux tangentes à £ en des points M\,M 2 fixés. Pour M 0 
différent de M\ et M 2 et de leurs symétriques M[ et M 2 par rapport à O, soit L 
( resp. I 2 ) le point d’intersection de To avec 7j ( rcsp . T 2 ), et Pi ( resp . P 2 ) le projeté 
orthogonal de F sur % (resp. T 2 )- 

(a) Montrer que les points F , II, I u P i sont cocycliques. Montrer qu’il en est de même 
des points F, II, I 2 , P 2 - 

(b) En déduire que 

(FO%) = (PiirPila) - (Pi'CKH) mod tt . 


(c) Montrer que 


(HFYJHP2) = ^(OpToP 2 ) mod 7T . 


(d) Qu’en déduit-on? 

Indication. 

(i) (a) Avec le paramétrage habituel x = a cos/, y = fcsinZ, le vecteur 
4QM — est un vecteur directeur de la. tangente au point de 

paramètre t. Or par dérivation par rapport à Z de l’équation de £, on obtient 

xx ' | w' _ Q 


a t 


b 2 


Cela s’écrit 


( n l — ) = 0 


dt 


avec 


11 = 


< x ' 

ÔT 


Donc n est un vecteur directeur de la normale au point de paramètre L n 0 

est un vecteur directeur de la normale à 7ô- 
(b) L’équation de 7o est 


-(I) 


(n 0 | M 0 M) = 0. 
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Cela s’écrit 


ou encore 


x 0 (x - x 0 ) 2/o(2/ - 2/o) _ n 

a 2 b 2 

xxo yyo _ *o 2 vq 2 

a 2 b 2 a 2 + b 2 

= 1. 


(ii) Comme 6 7ô, les coordonnées x,y de H vérifient l’équation de % : 

xx 0 b 2 + yyoct 2 — a 2 b 2 . (7.49) 

Par ailleurs, le vecteur FH est colinéaire au vecteur normal no donc 

FH A n 0 = 0. 

Comme FH = ( x ÿ c ) et n 0 = Ç ^ ) cela s’écrit 

xy 0 a 2 — yx 0 b 2 = a 2 cyo . (7.50) 

Maintenant le système des deux équations (7.49), (7.50) a pour déterminant 
A = — (6 4 Xq + a A yl) < 0. C’est un système de Cramer et la solution est donc 


x = 


a 2 b 2 y 0 a 2 

a 2 cyo -x 0 b 2 


y = 


A 

x 0 b 2 a 2 b 2 
a 2 yo a 2 cy 0 


a 2 (b 4 x 0 + a 2 cy'è) 

b 4 xl + a 4 yl 

6 2 (— a 2 cx 0 y 0 + a 4 y 0 ) 


A b 4 xl + a 4 yl 

(iii) Les équations (7.49) et (7.50) donnent par élévation au carré 

x 2 Xq b 4 + y 2 y 2 a. 4 + 2xxç>b 2 yy 0 a 2 = a 4 b 4 
x 2 y^a 4 + y 2 Xçb 4 — 2xxob 2 yyoa 2 — < ?a 4 y £ 

d’où par addition 

(* 2 + y 2 )(* o fc4 + aWo) - « 4 ( fe4 + <?yl ) , 

donc puisque c 2 = a 2 — b 2 : 

2 . ..2 _ ^ + (« 2 - b 2 )y 2 ) 
x y — 


(7.51) 


(7.52) 


x 2 b 4 + a 4 y 2 


Mais comme le point M 0 est sur £, on a : 


x 2 b 4 + a 4 y 2 = (a 2 - ^yl)b 4 + a 4 y 2 
= a 2 b 4 -a 2 b 2 y 2 + a 4 y 2 0 . 


x 2 + y 2 



Il en résulte que 
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donc H est sur le cercle principal de l’ellipse £. 

On aurait aussi pu calculer directement x 2 + ?y 2 avec les formules (7.51) et (7.52). 


Cela donne 



A 2 


avec 

X = a 2 b*xl + o 6 c 2 t/o + a 2 lÉ<?x 2 0 yl + a% 4 y 2 0 , 
A 2 = b«x 4 0 + 2a 4 b 4 x 2 0 y 2 0 + a«yl 


Remplaçant c 2 par a 2 - b 2 dans X, il vient 

X = a 2 b s x 2 0 + a«y 4 - a 6 b 2 y 4 + a 4 b 4 x 2 y 2 - a 2 b 6 x 2 0 y 2 + a 6 b 4 y 2 
= a«y 4 0 + a 4 b 4 x 2 0 y 2 + a 2 b 6 x 2 0 (b 2 - y 2 0 ) + a% 2 y 2 0 (b 2 - y 2 ). 


Mais comme M 0 est sur £, on a 6 2 - yl = ^ d’où 

X = a«y 4 o + a 4 b 4 xlyl + b»x 4 + a 4 b 4 xly 2 0 = A 2 . 


Par conséquent 

x 2 + y 2 = a 2 . 

Maintenant, quand M 0 décrit l’ellipse, on a x 0 = acost,y 0 = bsmt et i varie 
de 0 à 2 tt. Les coordonnées x,y du point II sont d’après les formules obtenues des 
fonctions continues de i. Le point, H décrit donc une courbe continue, inclue dans le 
cercle principal. Or pour < = 0 et < = 277 on a x = a, j/ = 0; pour t = 7r, x = —a, y = 0. 
Cette courbe est donc le cercle principal. 

(iv) (a) Le triangle F HL est rectangle en II, donc H est sur le cercle ayant pour 
diamètre le segment FL. Le triangle FP X L est rectangle en P u donc P, est aussi 
sur le cercle ayant pour diamètre le segment FL- Les 4 points F, II, L, P\ sont donc 
cocycliques. On montre de même que les 4 points F, II, h, Pi sont cocycliqucs. 

(b) Les 4 points F, II, L, Pi étant cocycliques, on a : 

(FlT^H) = (PiETPiH) (mod tt) . 

De même, les 4 points F, II, h, P 2 étant cocycliques, on a : 

(FH^FÎ 2 ) = (P 2 tCP 2 l2) (mod tt) 

D’où par additivité 

(FÏ^FÏa) = (PiÎiTPiH) + (P 2 HJP 2 I 2 ) (modTr) 

= (PXÉP 2 I 2 ) ~ (PiH, P 2 H) (mod tt). 


(c) II, Pu p 2 sont sur le cercle principal de l’ellipse, donc 

(OPT7oP 2 ) = 2(HP^HP 2 ) (mod 2 tt) 
i.e. 

(HpThP 2 ) = ^(OP^OP 2 ) (rnod tt). 
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(d) On en déduit d’après (b) que 

(FIi, FI,) = (Pi ïi j P 2 I 2 ) - -(OP!,OP 2 ) (mod 77 ). 

L’angle (FI a , FI 2 ) a donc une mesure constante rnodulo 7 r lorsque le point Mo varie 
en restant différent des points Mi, M 2 , M[, M 2 qui sont fixés. 

Exercice 7.2. 

Dans le plan affine euclidien orienté E, soient A,B,C 3 points distincts non 
alignés, u = ^ et v = 

(i) Montrer que 

A = {A} U {M e E ; M ± A ; (AB^M) = (AM^AC) (mod 2 tt) } 

est une droite affine et que 11 + v est un vecteur directeur de A. 

(ii) Montrer que 

A'= {A} U {Me E-M^A - (AbTaM) = (AM^-ÀC) (mod 2 tt-) } 

est une droite affine et que u — v est un vecteur directeur de A'. 

(iü) Montrer que A et A' sont perpendiculaires. 

A ( resp . A') est appelée bissectrice intérieure (resp. extérieure) de l’angle 

(abTac) 

Indication. 

(i) On a pour M ^ A : 

Me A O (AbTaM) = (AM^AC) (mod 2 tt) 

^ 2(AB7AM) = (AB7AM) + (AM^AC) (mod 2 tt) 

2(AB, AM) = (AB, AC) (mod 2-k) 

ou, en posant t = (AB, AM), 6 = (AB, AC) : 

M e A o 2 t = 0 (mod 27r) 

0 

t = - (mod 7r ) 

û 

3k. E % t = — krr 
2 

~ 3k€z ÿHji = *4 + m- 

Donc A est une droite affine dont un vecteur directeur est /£(|)u . Or 

u + v = /?( 0) u + R(0) u 

= li(- e -)R( e -)u+ R( e ~)m e -) u 


- («c-f ) + *t|)) *(|) “ 

e ,e s 

— 2 cos - H(~) u 

2 y 2 
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donc u + v est un vecteur directeur de Acaru+v/0. 
(ii) On a exactement comme en (i) pour M ^ A : 


M e A' (AB, AM) = (AM, —AC) (mod 2?r) 

<=> 2(Ab7aM) = (AbTaM) + (AM^AC) 
43- 2(AB, AM) = (AB, -AC) (mod 2 ît) 


ou, en posant i = (AB, AM), i] = (AB, —AC) : 


(mod 27 t) 


Me A O 2t = r/ (mod 27 t) 

7 ] 

<=> t = - (mod 7 r) 

Z 

43- e Z t = y + k-n 

Z 

AM v 

~ PMT R( i +fe)u 


& 3k e z 


AM =(-!)*<)-. 


||AM|| v v 2' 

Donc A' est une droite affine dont un vecteur directeur est R ( |) u . Or 


u — v = E(0) u -f R(r/) u 

= R(-f )^(|)« + «(|)«(|)« 

= 2cos|f2(|)u 

donc u — v est un vecteur directeur de A' car u — v ^ 0. On notera que 

(AB^AC) = (AB^AC) + (-ÂC^AC) = (AlÇ^AC) + tt (mod 2 tt) 


i.e. 

e = r, 


(mod 7r) . 



(u + v | u - v) = ||u|| 2 - ||v|| 2 = 0 . 


Exercice 7.3. 

Soit E le plan affine euclidien oriente et (O, (ei,e 2 )) un repère affine ortho- 
normé direct. On appelle affixe d’un point M e E de coordonnées x,y, i.e. tel que 
OM = xei + y e 2 (ou d’un vecteur u = xei + ye 2 de composantes x,y ) le nombre 
complexe z — x -f iy. 

(i) (a) Soient A, B deux points distincts de E, d’affixes respectifs a, b. Montrer 
que (e a , AB) est l’argument de b — a. 

(b) En déduire que si A, E, C, D sont 4 points de E tels que A / R et C ± D, ayant 
pour affixes respectifs a, b, c, d alors 


(AB, CD) = arg 


d — c 


b — a 


(mod 27 t) . 
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(ii) On appelle birapport (z,z\,z 2 ,z 3 ) de 4 nombres complexes z,z u z 2 ,z 3 deux- 
à-deux distincts, et on note (z,z u z 2 ,z 3 ), le nombre complexe 


(z,zi,z 2 ,z 3 ) 



Soient A, B,C, D 4 points de E deux-à-deux distincts et a,b,c,d leurs affixes res- 
pectifs. Montrer que les points A. B , C, D sont cocycliques ou alignes si et seulement 
le birapport (a, 6, c, d ) est réel. 

Indication. 

(i)(a) Notons d’abord que l’afiixe du vecteur AB est b — a. En effet, 
AB = OB - OA = (&! — aj) ei + ( b 2 — a 2 ) e 2 en notant a = a x + ia 2 , b = b y + ib 2 . 

Maintenant, (e l7 AB) est l’unique élément A 6 50(2) tel que jj^gÿ = Aei, i.e. 


1 fbi - flA 

~ «O 2 + (62 - a 2 y - «2 J 

En comparant avec la définition (7.36) de l’argument de z = b - a, on constate que 
A est l’argument de b — a. 

(b) On a d’après (a) : 

(ei,AB) = arg (b — a) (mod 2 ît) 

(ej , CD) = arg (d - c) (mod 2 tt) . 



Alors 


(AB, CD) 


(ei,CD) - (ei, AB) (mod 2 tt) 
arg (d - c) - arg (6 - a) (mod 2 77 ) 
d — c 

arg (mod 27r) . 

6 a 


(ii) Le birapport (a,6,c, d) appartient à R si et seulement si 

arg (a, b, c, d) = 0 (mod 7r) . 

Or par définition du birapport, 


arg (a, 6, c, d) 


arg 

arg 





a — d 


~ arg 


b — d 


(DA, CA) - (DB, CB) 


(mod 27 t) 

(mod 2x) 
(mod 277 ) . 


Donc 


(a, 6, c, d) € R 


v —v. 
x r 


arg (a, 6, c, d) = 0 (mod 7 r) 

(DA^CA) s (DbTcB) (mod 7 r) 
(AD, AC) = (BD,BC) (mod 77 ) 

A, B, C , D alignés ou cocycliques 
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d’après le corollaire du Th. 7.6. 

Exercice 7.4. 

Donner une équation en coordonnées polaires d’un cercle rayon It > 0 passant 
par le pôle. 

Indication. 

On peut prendre r = 2/£cos (0 — ip) a vec (R,cp) les coordonnées polaires du 
centre / du cercle. 

Exercice 7.5. 

Quel est le lieu de w = lorsque z décrit le cercle unité T de C? 

Indication. 

Soit z = e xt G T , t e IR. Alors 

e’‘(2 — e’*) 2~e u _ C 
W ~ 1 - 2e 4t ~ e~ ü - 2 “ 


en posant £ = 2 — e 4t . Donc |to| = 1 et le lieu de w est inclus dans le cercle unité T. 
Maintenant, comme arg (—1) = tt (mod 27 t) et arg £ = — arg £ (mod 27 t), on a 

arg w = arg ( — 1) + arg 1 = 7r + arg ( — arg £ = n -f- 2 arg ( (mod 2n). 


Or la détermination principale Arg ( vérifie (voir Fig. 7.8) 
(chaque valeur est prise 2 fois quand t varie de — 7r à 7r). 



Donc 

Le lieu cherché est ainsi l’arc 


y ^ 7T + 2 Arg C ^ y • 
{e«;f de T. 



Chapitre 8 
Probabilités. 


8.1 Lois de probabilité. 

8.1.1 Expérience aléatoire. 

Définition 8. 1. On appelle expérience aléatoire une expérience dont le résultat 
n’est pas déterminé par les conditions initiales, i.e. dépend du hasard. 

Exemples. 

(i) Choisir au hasard un entier ^ 100. 

(ii) Lancer un dé (non pipé) et noter le chiffre qui apparaît. 

(iii) Lancer 10 fois une pièce de monnaie et compter le nombre de fois où ”face” 
est apparu. 

(iv) Compter le nombre de particules émises par un atome radio-actif pendant 
une période T fixée. 

(v) Prendre au hasard un individu d’une population donnée et mesurer sa taille. 

8.1.2 Modélisation d’une expérience aléatoire. 

Définition 8. 2. On appelle ensemble fondamental d’une expérience aléatoire l’en- 
semble fi dont les éléments sont les résultats possibles, ou plus précisément une 
modélisation des résultats possibles. 

Dans les exemples (i)-(iii), l’ensemble fondamental fi est respectivement: 
{1,--- ,100}, (1,2, 3, 4, 5, 6}, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Il est fini. Dans le cas (iv), 
fi = N est infini dénombrable. Dans ces cas le résultat de l’expérience est un nombre 
parfaitement déterminé . 

Dans le cas (v), on prend comme ensemble fondamental fi = [0, +oo[. Mais il 
n’est pas possible de connaître exactement le résultat de l’expérience : non seulement 
le résultat d’une mesure est un nombre rationnel, mais en plus ce résultat comporte 
une erreur due à l’instrument de mesure. La seule issue de la mesure est un enca- 
drement , avec une précision que l’on peut choisir arbitrairement, mais qui est finie. 
Les valeurs exactes ne sont pas observées directement. Par exemple, le résultat de 
l’expérience pourrait être: ”la taille en mètres de l’individu est un élément de l’in- 
tervalle [1.775, 1.785[”, que l’on approchera par la phrase "l'individu mesure 1.78 
m.”. On est ainsi amené à la notion d ’ événement. 

Définition 8. 3. On appelle événement toute partie A de l’ensemble fondamental 
fi. Deux événements A, B tels que An B = 0 sont dits incompatibles. 
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Les événements 0 et il sont appelés respectivement événement impossible et 
événement certain. 

La modélisation de I’cxpéricncc aléatoire est alors formée de : 

1. La donnée d’un catalogue d’événement possibles susceptibles d’être réalisés, 
Le. d’un sous-ensemble 01 de l’ensemble ^)3(fi) des parties de il. 

2. La donnée pour chaque A € 01 d’une probabilité de réalisation 

P{A) e [0, 1], i.e. d’une application P : 01 -» [0, 1]. 

On suppose de plus que 01 est une rr-algcbrc et P une mesure de probabilité sur 
01 au sens des deux définitions suivantes. 

Définition 8. 4. On dit que 01 C 'P(fi) est. une a-algèbre si: 

il £ 01 

A c = La e 21 WA G 01 

(J ./l n € 01 W1 i,A 2 ,--- 6 01 

n 

Dans la condition (8.3), la famille de parties Ai, A 2 , ■ ■ ■ , A n , - G 01 est dénom- 
brable (finie ou infinie). La lettre er se réfère à la fois au terme allemand "Summe” 
désignant la réunion ensemblistc, et au caractère dénombrable de l’union considérée. 
On notera que si 01 est une cr-algèbre, on a aussi 0 = il c £ 01. On a également 

A n 6 01 VAi, A 2 , • • • , A n , • • • € 01 . 

n 

En effet, ^ 

= U(A,) c eSt 

d’après (8.2) et (8.3), donc 

|>n6 0l 

n 

d’après (8.2). 

Définition 8. 5. On appelle mesure de probabilité sur la a-algèbre 01 une applica- 
tion P : 01 — > [0, 1] ayant les 2 propriétés suivantes : 

P(il) = 1 (8.4) 


(8.1) 

( 8 . 2 ) 

(8.3) 


= Y^P(An) wa u a 2 ,--- ,A n ,---e 21 , ^ 0 ^ = 0 Wi^j. ( 8 . 5 ) 

La condition ( 8 . 5 ) s’appelle <r-additivité . Elle implique en particulier 

WA € 21, P(A r ) = 1 - P(v4) (8.6) 


et donc P(0) = 0. 

On pose alors : 

Définition 8. 6. Une expérience aléatoire est modélisée par un triplet 
(fi, 21, P) où il est l’ensemble fondamental, 21 une a-algèbre de parties de fi et 
P une mesure de probabilité sur 01. On dit que le triplet (fi, 01, P) est un espace 
probabilisé ou encore simplement une loi de probabilité sur il. 
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On ne peut pas toujours prendre 21 = ^3(fl). Si Cl est dénombrable (fini ou 
infini), on peut prendre 21 = 93(fi), mais ce n’est pas toujours le cas si fl n’est pas 
dénombrable. Par exemple, dans le cas de l’exemple (v), les propriétés requises pour 
P, jointes à 21 = *P(ÎÎ), mèneraient à une contradiction, donc dans ce cas 21 ± ^3(fl). 

Si 21 est une ct- algèbre, et u> € fl un élément de l’ensemble fondamental, on 
appelle mesure de Dirac au point, lo et on note S w la mesure de probabilité sur 21 
définie par 


S U {A) = 


1 

0 


si lo G A 
si lo $ A 


Nous aurons à utiliser plus bas les 2 lemrnes suivants. 


Lemme 8. 1. Soit (fl, 21, P) un espace probabilisé. 

(i) Si A, B e $1 et A C B, on a P(A) ^ P{B). 

(ii) Si A n E 21 et A n C A n+1 Vn 6 N‘, on a P(USi A n ) = liiri n ^ +00 P(A n ). 

(iii) Si An € 21 et A n D A n+ i Vn 6 N*, on a P(P|Si A n ) = liin n -* +00 P(A n ). 

Démonstration. 

(i) B = A U (B \ A). Comme A et B \ A sont disjoints, on a 

P(B) = P(A) + P(B\A)> P(A). 


(ii) La suite A n est une suite croissante. Posons 


B\ = Ai, B 2 = Ai \ A\, • • • , B n — A n \ A n -\ • 

Alors les B k sont deux-à-deux disjoints, A n = U*=i Bk et US A n = US ^ r 
P(Uk=i B*) = ZS 1 P(Bk) cst ' a somme de la série de terme général P(B k ). Par 
définition de la somme d’une série, on a donc 


P 




P 



+00 

Y, p 


k=l 


lim Y 

n-»+oo z — ' 
k=\ 


„H?u p (U 

k= 1 

lim P(A n ). 

n-»+oo 


(iii) Comme (^ n ) L C (2l n+ i) c , on a d’après (ii) 

+00 

p(U < A -y)= n( A ^yy 

v -' n— cx> 

n= 1 

Or US ( AnT = (HS A n )\ donc 1 - P(f)Si A n ) = 1 - linwn» P(An), d’où 
(iii). D 

Lemme 8. 2. Soit fl un ensemble. L’intersection 21 = f) i6 / d’une famille non 
vide quelconque (21,) j€7 de a-algebres 21; C 'P(fl) est une cr-algèbre. 
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Démonstration. 

Par hypothèse, / ^ 0. On a fi G 21; Vi G /, donc fi € 21. 

Pour tout A G 21, on a A G 21, Vi € /, donc /I e € 21,- Vi G /, et ainsi A c G 21. 

Enfin si Ai,A 2 ,--- ,A n , ••• G 21, on a , ^n, • • ■ G 21, Vi G /, donc 

Un G 21, Vi G /, et ainsi Un G 21. D 

Exemple. Soit 6 C "P(fi) un ensemble de parties de fi. On appelle cr-algèbre 
engendrée par G la cr-algèbre intersection de la famille de toutes les cr-algèbres 
21 C V(0) telles que 6 C 21. Cette famille n’est pas vide puisqu’elle contient en 
particulier la (T-algèbrc 'P(fi). 11 est immédiat que la cr-algèbre engendrée par 6 est 
la plus petite cr-algèbre (pour l’inclusion) contenant G. 


8.2 Exemples de lois de probabilité. 


8.2.1 Lois discrètes. 

Equirépartition sur un ensemble fini. 

fi = {u>i,- - • ,u> n },2l = ^3(fi). P est défini par 

p <^ = }£j = ll VAea - (87) 

(NCF signifie nombre de cas favorables et NCP nombre de cas possibles). En parti- 


culier 


1 


P(M) = - Vfc=l, 

TX 

P est bien une loi de probabilité car 1a. cr-additivité est immédiate et P( fi) = 1. On 
peut écrire 


p=-ÿt,. 

n ü 


(8.8) 


Loi de Poisson 'P(A). 

fi = N, 21 = ^(N). A > 0 est un paramètre, et P est défini par 

P(/\) = J]e- A ^ VA G 21. (8.9) 

n&A 

En particulier 

P({n}) = e- A ^ Vn G N 
n\ 

+°o \ n 

P = Te-^S n . ( 8 . 10 ) 

P est bien une loi de probabilité car la cr-additivité est, immédiate et 

+oo +oo . n 

f(N)=Ef(wi = «-‘E5 = 1 - 

n— O n— ü 

Cette loi de probabilité est 1a. loi de Poisson de paramètre A; on la note P(A). C’est 
la loi de probabilité du nombre de particules émises pendant une période T finie par 
une source radio-active. A est une constante caractéristique du rayonnement. 
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8.2.2 Lois continues. 

Boréliens de R. 

Définition 8. 7. Soit Cl = R. La a -algèbre engendrée par l’ensemble 3 de tous les 
intervalles (ouverts, fermés ou mixtes) est appelée la g - algèbre des boréliens de R. 
On la note ‘Br. 


Lemme d’unicité. 


Lemme 8. 3. Soient P x et P 2 deux mesures de probabilité sur ©r. Alors P x — P 2 
si et seulement si Pi ([a, 6]) = P 2 ([a,6]) Va, 6 G R, a < 6. 


Démonstration. 

La condition est nécessaire. Nous pourrions admettre qu’elle est suffisante, mais 
nous allons le démontrer en utilisant l’exercice 8.1. L’ensemble A des parties A G ®r 
telles que P X (A) = P 2 (A) vérifie les 3 axiomes (a), (b), (c) de l’exercice 8.1 : 

• (a) SlG A puisque Pi (Cl) = 1 = P 2 (D). 

• (b) A \ B G A pour tous A, P G A tels que P C A puisque 

P, (A \ P) = P, (A) - P, (P) = P 2 (A) - P 2 (P) = P 2 (A \ P). 

• (c) Si Ai, A 2 , ■ ■ • , A n , • • • € A et A n C A n+1 Vn G N", on a 

US A n G A d’apres le Lemme 8.1 (iii) puisque 


P. 



lim Pi(A n )= lim P 2 (A n ) 

n-»+oo TW+oo 



Par hypothèse, A contient {[a, b] , a, b G R, a < b}. Par union et intersection 
dénombrables, il est immédiat d’après le Lemme 8.1 (ii) et (iii) que A contient 
l’ensemble 3 de tous les intervalles de R. Or 3 vérifie la condition (8.142) de 1 exercice 
cité. D’après le résultat (iv) de cet exercice, A contient donc la cr-algèbre <r(3) = ©r 
engendrée par 3. Or A C ©r, donc A = ©r. Cela prouve que P, = P 2 . □ 


Loi définie sur R par une densité de probabilité. 


Définition 8. 8. Nous appellerons densité de probabilité sur R toute fonction posi- 
tive, ayant un nombre fini de points de d'is continuité, et telle que l intégixilc 
g(t)dt soit convergente et égale à 1 : 


/ +oo 

oo 


g(t ) dt = 1 • 


( 8 . 11 ) 


Une densité de probabilité sur R définit une loi de probabilité sur ©r de la façon 
suivante. Nous admettons que l’application 


[a,b]^ f g(t) 
J a 


dt 


définie sur {[a, b] , a, 6 G R, a < b] peut être prolongée en une application 
P : ©r -> [0, 1] notée 

A G ©r ■-> P (A) = J g(t)dt (8.12) 


vérifiant (8.5). D’après le Lemme 8.3, ce prolongement est unique. 



254 


CHAPITRE 8. PROBABILITÉS. 


On a bien (8.4) d’après (8.11), car 


P(E) = P ( I I f-n,n] | = lim P([-n,n]) = lim [ g(t) dt 

w. / M+ ~ ’” + “ 

/ +oo 

9(t) dt = 1 

•oo 

P est donc l’unique mesure de probabilité sur telle que 

P([ a ,b]) = j g(t)dt \/a,be E, a < b. 

J a 


Pour tous a, 6 € E on a 


p(M) = o, 


P([û, b]) = P([a, b[) = P(]g, b[) = P(]a, b]) = f g(t) dt , 

J a 

P(] - oo, a[) = P(] - oo, a]) = f g(t) dt . 

J — OO 

On dira souvent, la loi P sur E au lieu de la loi (E,tB R , P). 

Exemples de densités de probabilité sur E. 

Loi normale Aé(ü, 1). 

s(i) = 

On a bien g(t) dt = 1 puisque en posant L = sy/ 2, 


car on sait que 


/ +oo 2 y+oo 

e“V dt — y/2 / e - * 2 ds = y/2rr 

oo J— CO 

/ +°° 

e _s ds = \/7r. 

•OO 


Loi normale Af(rn,cr), m € E, a > 0. 


(t— m ) 2 

c\J2tt 


On a bien f_ g(l) dt — 1 car le changement de variable t-Jü. — u donne : 


? Orr 1 


, ‘+ 00 _ s 2 

e 2 du = 1 . 
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Loi uniforme sur [«,/?], <*,0 (E K. 


0(0 = ^7^ Wl 


(8.15) 


où l [a ^](x) = 1 si x € [a,0\ et 0 sinon. 
g(t) dt — 1 est immédiat. 

Loi exponentielle de paramètre A > ü. 

g(t) = \é~ M l[o,+oo[- (8.16) 

C’est la loi de désintégration d’un atome radio-actif: pour 0 < a < b, la proba- 
bilité que l’atome se désintègre à un instant compris entre a et 6 est donnée par 


On a bien 


P([a,6]) = f A e~ xt dt. 

J a 

r g ( t )dt= r~ y.-» *=[**)?•- 1 . 

7-oo J 0 


8.3 Probabilités conditionnelles. 

(fi, 21, P) désigne un espace probabil isé. 

8.3.1 Définition. 

Proposition 8. 1. Soit A € 21 tel que P{A) > ü. Posons pour tout B € 21 : 


P(B\A) = 


P(BOA) 

P(A) 


(8.17) 


Alors l’application P A ■ 21 [0, l] définie par 

Pa(B) = P{B\A) VP<E 21 

est une mesure de probabilité sur Cl, i.e. (fi, 21, P a) esi une loi de probabilité. 

Démonstration. 

Il suffit de vérifier que l’application P A : 21 -»■ [0, 1] possède les 2 propriétés (8.4) 
et (8.5). Pour (8.4), 

p m _ P(nnA) P(^) = 

Pa(ÎÎ) “ P(A) P{A) 

Pour (8.5), soient Ai,A 2 ,‘-- € 21 tels que A O A, = 0 Vf ^ j . Alors 

(u-.) - 

P(Un(^nA n )) 

P(A) 

X) M P (A n A n ) 

P(A) 

P (A n A n ) 

- ^ P{A) 

= £P*(A n ). 
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Définition 8. 9. La loi de probabilité (fî, 21, P a) s’appelle la loi de probabilité condi- 
tionnelle sur Ü associée à l’événement A <E 21. 

La définition (8.17) s’écrit encore 

P(An B)= P(B\A)P(A) VA,B<= 21. (8.18) 

8.3.2 Événements indépendants. 

Définition 8. 10. Deux événements A, B € 21 sont dits indépendants si 

P(AH B) = P(A)P(B). (8.19) 

D’après la formule (8.18), les événements A ci B sont indépendants si et seule- 
ment si P(B\A) = P(B). 

Définition 8. 11. Une famille finie ou infinie (A,) te / d’événements est dite indé- 
pendante (on dit encore que les événements Ai, i 6 / sont indépendants dans leur 
ensemble) si pour toute famille finie (A, , A, 2 ■ ■ ■ , A ln ) extraite de la famille (A)îg/ 
on a 


P (Ai, n A i2 n ■ • ■ n A in ) = p(A,)P(A 2 ) . . . P(A ln ). (8.20) 

On notera qu’une famille formée d’événements deux-à-deux indépendants n’est 
pas nécessairement indépendante. 

En effet, considérons l’expérience consistant à jeter simultanément 2 pièces (équi- 
librées) de monnaie (marquées 1 et 2) et à observer les couples de résultats obtenus. 
On a fl = {(P, P), (P, F), (F, P), (F, F)}, F désignant ”pile” et F désignant ”facc”, 
et le 1er terme du couple référant à la pièce 1, le 2ème à la pièce 2. Il est clair que les 
4 éléments de f2 sont équiprobables. Soient A l’événement ”la pièce 1 donne face”, 
B l’événement ”la pièce 2 donne pile”, et C l’événement ”les pièces 1 et 2 donnent 
toutes les deux pile ou toutes les deux face”. On a 

A = {(F, F), (F, F)}, B = {(F, F), (F, F)}, C = {(F, F), (F, F)}. 

Donc P(A) = P(B) = P(C ) = |. Maintenant 

A n B = {(F, P)}, ADC= {(F, F)}, B O C = {(F, F)}, 

donc P(A n B) = \ = P(A)P(R), P(A n C) = \ = P{A)P{C), 

P{B fl C) = \ = P(B)P(C). Les événements A,B,C sont deux-à-deux indépen- 
dants. Mais la famille {.4, B , (7} n’est pas indépendante puisque P(A D B fl C) = 0. 

8.3.3 Formule de Bayes. 

On appellera système complet d’événements une partition dénombrable (finie ou 
infinie) El = (J n A n avec A n € 21, P(A n ) ^ 0 Vn. On a A n fl A m = 0 pour tous 
n,m,n m par définition d’une partition. 

Théorème 8. 1 (Bayes). Soit (A n ) un système complet d’événements. Pour tout 
événement B 6 21 tel que P(B) ^0, on a : 

P(B\A k )P(A k ) 

Y, n P(B\An)P(A n ) 


P(A k \B ) = 


VA;. 


( 8 . 21 ) 
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Démonstration. 

La formule des probabilités conditionnelles (8.17) donne 

P(BnA k ) = P(A k \B)P(B) = P(B\A k )P(A k ). 

Or comme O est réunion disjointe des A n , on a 

P{B) = p(pn|j7U=X] P(P n An) = r(!3\An)P{A n ), 

\ n / n n 


d’où (8.21). 


8.4 Variables aléatoires réelles. 

8.4.1 Notion de variable aléatoire réelle. 

Variable aléatoire. 

Définition 8. 12. Soit (0,21, P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire 
réelle sur (0,21, P) ou plus simplement sur O, une application X : 0 K ayant la 
propriété suivante : 

X" , (]-oo,a[) = {u;€0; V(u;)€]-oo,o[}e21 Va € R. (8.22) 

La variable aléatoire X est dite discrète si l’ensemble des valeurs prises par X est 
dénombrable (fini ou infini); elle est dite continue si l’ensemble des valeurs prises 
par X est un intervalle non réduit à un point. 

Nous abrégerons variable aléatoire réelle en v.a. 


Lemme 8. 4. La condition (8.22) implique 


X~ l {B) = {eu € O; X(uj) G B} G 21 VP € ©r 


(8.23) 


où 23® cs t ta a -algèbre des boréliens de R. 

Démonstration. 

Montrons d’abord que l’ensemble de parties 

C = {P € QS R ;X- 1 (P)e2l}C«R 

est une c-algèbre de parties de R. Si P G £, P € ©r implique P c G ©r et d’autre 
part ^'“'(P) G 21 implique 

X~ 1 (B C ) = (X~ 1 (B)) C G 21. 

Donc P c G £, et ainsi £ est stable par passage au complémentaire. Ensuite, soient 
Pi, P 2 , • • • , P„, • • • G C. Comme P„ G ©r pour tout n, on a (J „ P„ G ©r. D’autre 
part, 


x ' (y b ") = y x ~' <Bn) e a 
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puisque X -1 ( B n ) € 21 pour tout n. Ainsi € est stable par union dénombrable. 
Enfin, si l’on pose B n =] — oo,n[ V n € N’, on a d’après (8.22), X~ l (B n ) € Ql 
donc B n e. £ V n € N* et alors K = (J n B n e <£ puisque £ est stable par union 
dénombrable. On a donc bien obtenu que € est une cr-algèbre de parties de R. 

Maintenant, d’après (8.22), £ contient tout intervalle de la forme 

] - oo,a[, Va € R. Comme [x,y[= ] - oo,y[ \ ] — oo,æ[ , 

( x,y 6 R,x < y), £ contient tous les intervalles de R de cette forme. Par union 
et intersection dénombrables, il est immédiat que (T contient tous les intervalles de 
K. On en déduit que £ contient la a-algèbre ©r des boréliens. Or £ C ©r, donc 
£ = »r. O 

Exemple. Soit (fi, 21, P) un espace probabilisé et X : O — > IR une application dont 
l’ensemble des valeurs est la famille (æ f ) îG j avec I dénombrable (fini ou infini). Alors 
X est, une v.a. (discrète) si et seulement si la condition suivante est vérifiée : 

* _1 ({*.}) = W € fi; X{u) = Xi} € 2t Vt€/- (8.24) 

En effet, la condition (8.24) est nécessaire d’après le Lemme 8.4; elle est suffisante 
puisque si elle est vérifiée on a pour tout a G R 

*-'(]- <*>,«[) = U *-*({*;}) e SL 

x,<a 


Opérations algébriques sur les variables aléatoires réelles. 

Lemme 8. 5. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé 
(fi, 21, P). Alors X + Y, XX (A e R), \X\, XY, et £ si X ne s’annule pas, sont des 
variables aléatoires réelles. Une application constante est une v.a. 

Démonstration. 

• Cas d’une constante. Si X est constante, il existe c € K telle que 
X(tu) = c Vtu e fi. Alors X _1 (] - oo, a[) = 0 ou R suivant que a ^ c ou a > c. Donc 
(8.22) est vérifiée. 

• Cas de X + Y. Soit a € K. Pour tout w Ç fi, on a 

ta € (X + V) -1 (] — oo, a[) X(tu) + Y'(tu) < a 


X (u) < a — Y (u) 

3 r € Q X(u>) < r < a — Y(lo) 

3re® uj € X _1 (] - oo,r[) n Y r-I (] - oo,a - r[) 

^ tu 6 (J (* -1 (]~c»,r[)nY' _1 (]-oo,a-r[)) 

rgQ 

Donc 

(X+yr 1 (]-oo, a [)= U (^■ 1 (]-°°,H)ny- 1 (]-cx,.a-r[))ea 

rgQ 


puisque X et Y sont des v.a., i.e. vérifient la condition (8.22) et Q est dénombrable. 
a G R étant arbitraire, on a alors bien obtenu la condition (8.22) pour X + Y, donc 
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X + Y est une v.a. 

• Cas de A X. Si A = 0, XX est la constante ü, donc c’est une v.a. Si A > 0, 

(AX)- 1 (j - oo, a[) = X-' (] - oo, ~[) € 21 V a € R 
donc (8.22) est vérifiée. Si A < 0, 

(XX)- 1 Q - oo, fl[) = X- l (]j, +oo[) e 21 V a e R 
d’après le Lemme 8.4, donc (8.22) est vérifiée. 

• Cas de |X|. Si o < 0, \X\~ l (] - oo,a[) = 0 € 21. Si a > 0, 
|X| _1 (] - oo, a[) = |X| _1 ([0,a[) = X -1 (] - a,a[) € 21 d’après le Lemme 8.4. Donc 
\X\ est une v.a. 

• Cas de XY. D’abord X 2 est une v.a. En effet, si a ^ ü, (X 2 ) _1 (] — oo, a[) = 0 € 21. 
Si c > 0, (X 2 r\] - oo,g[) = (XVfM) = (IXD^Q - >,>[) e 21 d’après le 
Lemme 8.4, appliqué à la v.a. |X|. Donc (X 2 ) _1 (j — oo, g[) € 21 et X 2 est une v.a. 

Maintenant, 

XY = 1({X + Y) 2 - X 2 - Y 2 ) . 

Z 

Or X + K, (X + Y) 2 , — X 2 , —K 2 sont des v.a. donc aussi XY. 

• Cas de A,. Soit a > ü. Pour wGfi, on a < a s j e t seulement si X(u) < 0 ou 
X(cj) > A. Donc 

(y) ^ " °°»°D = “ °o 5 0[U]^,+oo[) e 21 

d’après le Lemme 8.4. 

Soit a < 0. Pour u> G fi, on a < a si et seulement si ^ < X(u) < 0. Donc 

(A) 1 (]-oo, 0 [) = x- 1 (]bo[)ea 

d’après le Lemme 8.4. 

Enfin pour a = 0, (y) _ 1 (] — °°>0[) = X -1 (] — oo,ü[) e 21. D 

Corollaire. L’ensemble des v.a. réelles sur un espace probabilisé (D,21, P) est un 
sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de Cl dans R contenant 
les constantes. 

Démonstration. 

D’après lemme, X + Y et XX (A € R) sont des v.a. D’autre part les constantes 
sont des v.a. d’après le lemme. D 

Loi de probabilité d’une variable aléatoire. 

Soit (0,21, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire réelle sur Cl. 
D’après (8.23), X~ i (B) € 21 pour tout borélien B G ©r, de sorte que P( X~ i (I3)) 
est défini pour tout B 6 ©r. On définit alors une loi de probabilité P\ sur R en 
posant 


P X (B)= P(X~\B)) \/B € ©k- 


(8.25) 
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On dit que Px est la loi de probabilité de X , ou encore que X suit la loi Px ■ Px est 
bien une loi de probabilité sur R. En effet, P* (R) = P(A'“ 1 (R)) = P(fi) = 1, et si 
(Bn)nç N est une suite de boréliens deux-à-deux disjoints, on a: 

= P = Y,P(X-\B n )) = J^P x (B n ) 

en notant que les X _1 (P n ) sont deux-à-deux disjoints. 

On notera que si P est une mesure de probabilité quelconque sur 23 r, il existe 
une v.a. X sur l’espace probabilisé (R,93 r, P) telle que P — Px : il suffit de prendre 
pour application X : R — > R l’application identité X(u>) = u \/u> € R. 

Motivations. 

La notion de variable aléatoire permet entre autres : 

► d’introduire des lois de probabilités correspondant à des situations très concrètes; 

► de modéliser dans certains cas une expérience aléatoire de façon à se ramener 
à un espace probabilisé avec équirépartition , le résultat numérique de l’expérience 
apparaissant alors comme une v.a. sur cet espace; 

► de modéliser certaines situations dépendant à la fois du hasard et du temps par 
une ou des v.a. sur un espace probabilisé. 

Notation. 

Si X est une v.a. sur (fl, SI, P), nous noterons: P( X € B) = Px(B) pour 
B € ©b, P(X = t)= P*({f}) pour t e R, P(a < X ^ 6) = Px([a,è]), etc. 

Fonction de répartition d’une v.a. 

Définition 8. 13. Soit X une v.a. sur un espace probabilisé (fi, 21, P). On appelle 
fonction de répartition de X l’application Fx : R R définie par 

F X (x) = Px(] -oo,x]) = P(X < x). (8.26) 

Lemrne 8. 6. Soit X une v.a. sur (fi, 21, P). Sa fonction de répartition Fx : R — > R 
a les propriétés suivantes : 

(i) F x est croissante, 

(ii) Fx est continue à droite, 

(üi) lim x _*_ 00 F x (x) = 0, lim*-*.*» F x (x) = 1. 

Démonstration. 

(i) Pour x ^ y, on a ] — oo, x] C ] — oo, y] donc 

F x (x) = P x (}~ oo.æ]) ^ Px{\~ °o,î/]) = Fx(y) 
et Fx est croissante. 

(ii) Soit a € R et (x n ) une suite décroissante telle que a = limn-^+oo x n . La suite d’in- 
tervalles ] — oo,a: n ] est telle que ] — oo,a: n ] D] — oo,rr n+ i] et 
] -oo,g] =re.« Donc d’après le Lemme 8.1(iii), 

Fx(a) = Px(] - oo,o.]) = lim P*(] - oo,x n ]) = lim F^(i„). 
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On en déduit que Fy est continue à droite au point a. 

(iii) De même, soit (x n ) une suite décroissante tendant vers — oo. La suite d’inter- 
valles ] - oo, x n ] est telle que ] — oo, x n ] D ] — oo, x n+ i] et 

OO 

R ] - oo,æ n ] = 0. 

n=l 


Donc 


lim Fy(x n ) = lim P x {] - oo, æ n ]) = Px 

n— >+oo n-»+ oo 




P*(0)=O. 


On en déduit que lim^-oo Fy(x) = 0- 

Enfin, soit (x n ) une suite croissante tendant vers +oo. La suite d’intervalles ]-oo, x n ] 
est telle que]-oo,x n ] C ] - oo, x„ + ,] et i ]-oo,x n ] = R. Donc d’après le Lemme 
8-l(ii), 


lim Fy(x n ) = lim Py(] - oo,z n ]) = P x M ] - oo,x n ] 

n-H-oo n->+oo 1 




= 1 . 


V7i=l 


On en déduit que lim^-n-oo F x (x) = 1. D 

Lemme 8. 7. Soient X,Y deux v.a. sur (0,21, P), Px,Py leurs lois de probabilité 
et Fx, Fy leurs fonctions de répartition. On a Px = Py si et seulement si F x = Fy. 

Démonstration. 

Il est clair que P x = Py implique F x = Fy. Réciproquement, supposons 
Fx - Fy. Alors Px(]-oo,x]) = Py(] -oo,x]) Vx € R. Soit 6 = {] - oo,x] ; x e R}. 
Comme dans la démonstration du Lemme 8.3, l’ensemble A des parties A € ©k 
telles que Py(A) = Py{A) vérifie les 3 axiomes (a), (b), (c) de l’exercice 8.1. Or 
6 C A et 6 vérifie la condition (8.142) de l’exercice cité. D’après le résultat (iv) de 
cet exercice, A contient donc la c-algèbre <r(6) engendrée par 6. 

Mais comme ]x,y ] =] — oo,î/]\] - oo,x], ( x,y € R,x ^ y), a(&) contient 
tous les intervalles de R de cette forme. Par union et intersection dénombrables, il 
est immédiat que <r(©) contient tous les intervalles de R. On en déduit que <r(6) 
contient la cr-algèbre ©r des boréliens cl donc est égal à ©r. Alors A contient ©r. 
Or A C ©r, d’où l’égalité. Cela prouve que P x = Py- 1=1 

Exemple. Soit X une v.a. suivant la loi normale centrée réduite A (0, 1). La fonction 
de répartition de X est 

ty(x) = — f e~ l ~ dt . (8.27) 

n/2tt ./-oc 

Posons pour tout x > 0 

$(x) = — [ e'^dt. (8.28) 

v27t J o 

Les valeurs de $ sont données par la Table 1. On a alors pour tout x > ü 


P(-x < X ^ x) = 2<&(x) 
tf(x) = P(X x) = | + $(x). 


(8.29) 

(8.30) 
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Variables aléatoires indépendantes. 

Définition 8. 14. Deux v.a. X,Y sur (fi, 21, P) sont dites indépendantes si pour 
tous A, B € ©r les événements {Xê/1} et {Y G B} de 21 sont indépendants, i.e. 
si 

P(X G A, Y G B) — P(X G A) P {Y G B) (8.31) 

en notant 

P(X eA,YeB) = P{{XeA}n{Ye B}). 

Une famille finie ou infinie (Xj), e j de v.a. sur (fi, 21, P) est dite indépendante 
(on dit encore que les v.a. Xi, i G I sont indépendantes dans leur ensemble) si 
pour toute famille finie (X ilt Xi 2 ,- ■ - , X tn ) extraite de la famille ( Xi) ie i et pour tous 
Ai , , , A in 6 ©r on a 

P (X ix G Ai, , • - • , X In e A in ) = P(Xi, G Ai,)--- P(X in G A in ) (8.32) 
en notant 

P (X it G Ai, , , X in G A in ) = P ({Xi, G Ai, } n • ■ • n {X in G A ln }) . 

Exemples, (i) Si X, Y sont deux v.a. discrètes sur (fi, 21, P), à valeurs dans N, 
elles sont indépendantes si et seulement 

p(x = k, y = £) = P(x = k) P(Y = e) VMeN. ( 8 . 33 ) 

La condition (8.33) est évidemment nécessaire. Elle est suffisante puisqu’elle implique 
pour tous A, B C N 

P(X G A, Y G B) = P(X = k,Y = £) 

(k,e)çA*B 

= E P < A ' = *o p (Y = n 

(k,e)£AxB 

= (e p ( a = *)) fE p ( r =«)) 

\keA / \eeB J 

= P(X G A) P(Y G B). 

(A noter que si A, B sont infinis, on a utilisé le Th. 8.3 d’associativité des familles 
sommables de termes positifs). 

(ii) Si Xi,---,X n+) sont des v.a. à valeurs dans N indépendantes, X n+1 et 
X\ + X n sont indépendantes. En effet, pour tous A:, £ G N, on a la partition 

{X\ + • • • + X n = k} C\ {X n+l = f?} = 

U {X 1 =k l }n---n{X n = k n }o{X n+l = £} 

*1 +— ■ +kn=k 

d’où 

P(Xi + 1- X n =k, X„+i = £) = 

P(X 1 = k x ) . . . P(X n = k n ) P(X n+x = £) 

0$fc, ,— ,kn^k 
ki+.+kn—k 
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qui s’écrit encore 

P(X t + ••■ + X n = k, X n+ i = i) = P(X\ -\ Y X n = k) P(X n+1 = t). 

Définition 8. 15. Deux v.a. X,Y sur sur (fl, 21, P) sont dites équidistribuées si 
elles ont la même loi : 

Px = Py- 

D’après le Leinine 8.7, X , Y sont équidistribuées si et seulement si elles ont la 
même fonction de répartition : 

Ex = Fy. 

Cela se généralise immédiatement à une famille quelconque de v.a. 

8.4.2 Variables aléatoires discrètes. 

Si X est une v.a. discrète, les valeurs prises par X forment une famille (æ«)»e/ 
avec / dénombrable. On notera la loi de X 

p x = Y. p ( x = *o ( 8 - 34 ) 

iei 

Variable aléatoire élémentaire de Bernouilli. 

On appellera v.a. élémentaire de Bernouilli sur (fi, 21, P) une v.a. X ne prenant 
que les valeurs 0 et 1 et dont la loi est Px = pS i + qSo (0 ^ p ^ 1). 

On appelle expérience élémentaire de Bernouilli une expérience aléatoire modé- 
lisable par ({0, 1 }, ^P({0, 1}), P) avec la mesure de probabilité P sur {0,1} définie 
par /■'({l}) = p et P({0}) = q = 1 - p (0 ^ p < 1). On a /’ = p8 } + qS 0 . P peut 
aussi être considérée comme une loi de probabilité sur R. 

Etant donnée une expérience élémentaire de Bernouilli, l’application 
X : {0,1} — ^ R définie par V(0) = 0 et V(l) = 1 est une v.a. élémentaire de 
Bernouilli sur ({0, l},<£({0, 1}), P). Réciproquement, étant donnée une v.a. élémen- 
taire de Bernouilli X sur un espace probabilisé (fl, 21, P), l’expérience consistant à 
choisir au hasard un élément eu g fl et à évaluer X(u>) est une expérience élémentaire 
de Bernouilli avec p — P(X = 1) et q = P(X = 0). 

Processus de Bernouilli fini d’ordre n. 

Définition 8. 16. On appelle processus de Bernouilli fini d’ordre n sur un espace 
probabilisé (fl, 21, P) une suite (Xi,- ■ ■ , X n ) de n v.a. élémentaires de Bernouilli 
indépendantes et équidistribuées sur (fl, 21, P). 

Exemple 1. Soit l’expérience consistant en une suite finie de n expériences élémen- 
taires de Bernouilli identiques et indépendantes, modélisées chacune par la mesure 
de probabilité P 0 sur {0,1} définie par P 0 ({1}) = P et. Po({0}) = q = 1 - p, i.e. 
P 0 = pSi + qS 0 (0 < p < 1). L’ensemble fondamental de cette expérience est 

fl = {a, = (*,,... ,x n ); æj € {0, 1} Vi } = {0, l} n . 

Nous allons montrer qu’il existe sur ^3(fl) une unique mesure de probabilité P 
telle que 

P (Ai x A 2 x ■ • • x A n ) = P 0 (Ai) ■ ■ ■ P 0 (A n ) (8.35) 
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pour tous 

^i,4- eqî({o,i}). 

D’abord, si une telle mesure P existe, comme pour tout ui = (xj,... ,x n ) € fi 
on a 

{w} = {xi} x ... x {x„}, 

la condition (8.35) implique 

/>({«}) = «>({*,}) . . . «,({*„» = pV~* (8.36) 

où k est le nombre de 1 dans ui et n — k le nombre de 0. 

Définissons donc /^({u;}) pour tout t o = (xi, . . . ,x n ) € PI par la formule (8.36), 
et P(A) pour tout A Ç ^3(0) par 

P(A) = Y, PM ■ (8-37) 

Alors on obtient une mesure de probabilité P sur *}3(ff). En effet, d’abord la a- 
additivité est trivialement réalisée d’après (8.37). Vérifions ensuite que 

P(Pl) = 1. 

Tout élément u> = (xi,... ,x n ) G O est déterminé de façon unique par l’ensemble 
T u C ^3({ 1 , - • • , n}) des indices i tels que x,- = 1, puisque qu’alors x,- = 0 pour 
i & Tu- Pour tout T C ^3({ 1 , - * * , n}), il existe un unique u> € Pl tel que Tu = T. 
Ainsi l’application 

G : fi-> «P({1, - ,n}) (8.38) 

définie par u> t-ïl ' u est. une bijection. Par définition de G , dire que u G 0 comporte 
k fois le terme 1 (0 ^ k ^ n) signifie que |C7(c«^) | = k. Le nombre des tels ui est donc 
Cl Or d’après (8.36), ces co sont équiprobables, de probabilité p k q n k chacun. On a 
alors 

P(SI) = Y PM = Y cïppf" = < p + ?)” = !■ 

wgn k = o 

Enfin la mesure de probabilité P vérifie (8.35) puisque 

P(A\ x A 2 x • • • x A n ) = P({(xi,-- - ,x„)}) 

(*!.— .*n)€i4iX — x^„ 

Y «>({*■})•••«>({*.}) 

(œi,— ,a:n)€i4i X— xA n 

Y «■({*!»)■■■( E *>«*»}) 

= P 0 (A l )---P 0 {A n ) 

pour tous 

A it A2 t — t An €V({0,1}). 

On a donc bien montré qu’il existe sur *}3(fl) une unique mesure de probabilité 
P vérifiant la condition (8.35). 




8.4. VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES. 


265 


Considérons maintenant pour tout i = 1, . . . ,n l’application 

OJ = (xi,... , X n ) Xi 

de fi dans R. Comme P est définie sur *}3(fi), cette application est une v.a. sur 
(fi,<P(fi), P). Notons la A,. Si Ai 6 <P({0, 1}), on a 

P (Xi G Ai) = P ({0, 1} x {0, 1} x • • • x x • • • x {0, 1}) 

= Po(Ai) d’après (8.35). 

On en déduit immédiatement que la loi de Xi est P Xl = p6 i +çÆo = Po , et Xi est une 
v.a. élémentaire de Bernouilli. D’après (8.35), la suite (Ai, • • • , A„) est une suite de 
v.a. indépendantes sur l’espace probabilisé (fi,^)3(fi), P). Comme X\ , • • • ,X n ont la 
même loi, (Ai, ■ ■ - , X n ) est donc un processus de Bernouilli fini d’ordre n. 


Loi binomiale B(n,p). 

Soit (Ai, — , A„) un processus de Bernouilli fini d’ordre n sur un espace proba- 
bilisé (fi, 21, P). Soit X la v.a. 

X — X\ + . . . + X n . 


Les valeurs prises par X sont 0,1,... , n. Cette v.a. représente le nombre de succès 
dans la suite des expériences élémentaires associées aux v.a. Ai, • • • , A n . Calculons 
P( X = k) pour 0 ^ k ^ n. On a 

{X = k}= (J {Aj = A, } O • • • O {A„ = k n }. 

OÇk l ,-.,k n Çl 
ki H h^ri— fc 

C’est une réunion disjointe, donc 

p(x = k)= Y P({X,=k 1 }n---n{X n = k n }). 

0^k\ , /Cn ^ 1 

fcl+— ■ +kn=k 

Comme les v.a. Ai, • • - , X n sont indépendantes, 


P(X = k)= Y P ( X i=k ') P(X n = k n ). 

OÇki ,••• } k ri ^ 1 
k\ + \-kn = k 


Or pour 1 ^ i ^ n, 


Donc 


P (Xi = h) = 


si ki = 1 
si ki = 0 . 


p< x = k) = = c » 

kl +*”“f -kn = k 


La loi de A est donc telle que 


p( x = k) = c k nP k <r k . 


(8.39) 
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C’est la loi binomiale B(n,p) avec la définition suivante. 

Définition 8. 17. Soit p , 0 ^ p ^ 1 et q — 1 — p. On appelle loi binomiale de 
paramètres n et p, et on note B(n, p) la loi de probabilité définie sur l’ensemble 
{ 0 , • • • ,«} par 

P({k}) = C k n p k <r k Vfc G {0, - - ,n}. (8.40) 


On considérera aussi cette loi comme une loi de probabilité sur (R, Q3r). Cela s’écrit 
aussi 

n 




k = 0 


Dans le cas de l’Exemple 1, par définition de l’application G de (8.38), on a pour 
0 ^ k ^ n : 

X(u) = k& |G(w)| = k. 


Le nombre des eu G H tels que X(u>) = k est donc C k . Comme on l’a vu, ces lo 
sont équiprobables, de probabilité p k q n ~ k chacun. Donc P(X = k) = C k p k q n ~ k . On 
retrouve bien que X suit la loi binomiale B(n,p). 

Exemple 2 : tirage avec remise. Soit une urne contenant N boules dont TV) sont 
blanches et = N — N\ ne sont pas blanches. On effectue n tirages avec remise 
indépendants et on compte le nombre de fois où l’on a obtenu une blanche. On est 
dans le cas de l’exemple 1 : l’épreuve élémentaire de Bernouilli est ici le tirage d’une 
boule, avec la probabilité p = d’avoir une blanche et q = 1 — p = ^ . Le nombre 
de fois où l’on aura obtenu une blanche est donc donné par la loi binomiale B(n,p), 
soit 


P(X = k) = C k p k q n ~ k 


k Arn-k 


— C k N k m 

N n n 1 l 


(8.41) 


On peut modéliser différemment cette situation en introduisant un espace équi- 
probable. Soit O! — B n où B est l’ensemble de toutes les boules de l’urne. Un 
élément de fl' est un n-uplet (B i, . . . , B n ) où les Bi sont des boules non nécessaire- 
ment distinctes. Comme les tirages sont effectués avec remise, tous les n-uplets sont 
équiprobables, i.e. fl' est équiprobable. Si X est la v.a. sur fl' "nombre de boules 
blanches du n-uplet”, on a alors 


P(X - k) - 


NC F C k NÏN2~ k 
NCP ~ N n 


qui redonne (8.41). 

Loi hypergéométrique W(/V, N\,n). 

Exemple: tirage sans remise. On reprend l’exemple précédent, mais sans remise. 
On a donc une urne contenant N boules dont A r ( sont blanches et 
N 2 — N — Ni ne sont pas blanches. On effectue une suite de n tirages sans re- 
mise (n ^ N), et soit X le nombre de boules blanches obtenues. On désire définir X 
comme v.a. sur un espace équiprobable. Soit fl l’ensemble des parties à n éléments 
de l’ensemble des N boules. L’espace O est équiprobable, et X est une v.a. sur fl. 
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Le nombre de parties à n éléments de l’ensemble des N boules comportant k boules 
blanches est On a donc: 

NC F c l N ,c n N ; k 

Am u r<n 


Notons que l’on doit avoir 

O^k^ N u 






N 


0 ^ n — k ^ N 2 = N — Ni 



t.e. 

k ^ inf(A^,n), k ^ sup(0, n — N 2 ). 

X suit donc la loi loi hypergéométrique ‘H(N, N t , n) de paramètres N, Ni, n avec la 
définition suivante : 

Définition 8. 18. Soient N, Ni , n des entiers tels que 0 ^ À r i ^ N et 

0 ^ n < N. Soit N 2 — N — N\. On appelle loi hypergéométrique 'H(N, Ni,n) 
de paramètres N,Ni,n la loi de probabilité définie sur V ensemble 

= {k G N; sup(0, n - N 2 ) ^.k^. in {(Ni, n)} (8.42) 


par 

P(W) = Vfc S fW„ n) . (8.43) 

On notera que si n ^ N\ et n ^ N 2 , on a ^l(N,Ni,n) = {0, • • • , n}. La loi hyper- 
géométrique s’écrit encore : 

r<k srn—k 

r= E 

La formule (8.43) définit bien une loi de probabilité sur D(/v, TVi.n) d’après le lemme 
suivant : 

Lemme 8. 8. 

E c n c V = ( 8 - 44 ) 

Démonstration. 

Il suffit d’écrire le terme en z n dans (l+z)^' = (l+z) N| (l+z) N2 . Plus précisément, 
(1 +*)**(! +*)**» = 


( E c nV‘) ( E 

\0<hi<Ni / \0$/i 2 ^/V 2 


te 


KOÇhtÇNt 


0Çhy<Nl 

0$à 2 ^/v 2 

/ 


/V 

E 

3=0 


E rih\ fih? 


Z 3 . 


O 

. osj/i 2 *$/v 2 

\h, +h 2 ~3 
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(i +*)" = £ , 

3=0 

Donc en comparant les termes en z n clans (1 + z) N et (1 + z) Nl (1 + z) A % on obtient 

CR= £ c iï c ti- t 8 - 45 ) 

OÇhtÇNi 

0^h 2 ^N 2 

hi+h 2 =n 

Cette fonnule n’est, autre que (8.44) en écrivant k = hj et. h 2 — n — k. □ 

Processus de Bernouilli infini. 

Définition 8. 19. On appelle processus de Bernouilli infini sur un espace probabi- 
lité (0,21, P) une suite infinie (X;); 6 n* de v.a. élémentaires de Bernouilli indépen- 
dantes et équidistribuées sur (0,21, P). 

Exemple. Considérons l’expérience consistant en une suite infinie d’expériences 
élémentaires de Bernouilli identiques et indépendantes, modélisées par la mesure de 
probabilité P 0 sur {0, 1} définie par Po({l}) = P et Po({0}) = <7=1 — P- L’ensemble 
fondamental est 

S! = {u, = (z„)„ 6N .; € {0, 1} Vn 6 N*} = {0, 1} N- . 

Soit 93 l’ensemble des parties X de O de la forme 

X = Ai x A-i x • • • x A n (x) x {0, 1} x {0, 1 } x • • • 

avec Ai,-- - ,A^ X ) € 93({0, 1}). Notons 21 la plus petite <r-algèbre (pour l’inclusion 
dans !}3(0)) contenant 93. On admet que 21 / 93(0) et qu’il existe sur 21 une unique 
mesure de probabilité P telle que 

P{A\ x A 2 x • ■ • x A n x {0, 1} x {0, 1} x • • • ) = Po(^i) • • • Po(A n ) (8.46) 
pour tout 

Ai x A 2 x -- - x A n x (0, 1} x {0, 1} x - G 93 
(voir [9] p.126, ex. 1 à 5). Pour tout i G N* soit X, la projection 

U = (æ„) n6 N* Xi 

de O dans R. Par définition de 21, Xi est une v.a. et, d’après (8.46), la suite (Xi)içN* 
est une suite de v.a. indépendantes sur l’espace probabilisé (0, 21, P). Comme les X,- 
ont la même loi, (X,-); 6 n. est donc un processus de Bernouilli infini. 

Loi binomiale négative B~(r,p). 

Définition 8. 20. Soit p , 0 < p < 1 et r G N*. On appelle loi binomiale négative 
de paramètres r et p, et on noie B~(r,p), la loi de probabilité définie sur l’ensemble 
O r = r + N par 


/-'({r + k}) = 


(8.47) 
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avec </ = 1 — p, ^ = 1 , et pour k ^ 1 : 


(T) " 


(_ r )(_ r -!)■■■ (_ r - (A; - 1)) 
k\ 


( U k r{r + !) ■ {r + k- 1 ) 

1 ' k\ 

= (-1 ) fc aVi- 


On notera que la formule 



= (-i)‘c,Vi 


est encore valable pour k — 0. 

La formule (8.47) définit bien une loi de probabilité sur r + N. En effet, on sait 
que pour |æ| < 1 on a le développement en série entière 


o+*r 



donc comme 0 < p, q < 1, 



(-«)* = ? r (i -«r r =p’' i>- = i. 


(8.48) 


La loi binomiale négative £? (r, p) s’écrit : 



V r (-qf&r^. 


Exemple. Soit (X,) ie ^. un processus de Bernouilli infini sur un espace probabilisé 
(fl, 21, P). On suppose 0 < p < 1. Soit r € N* et T r l’application de fl dans RU{+oo} 
définie pour tout u> € fl par 

T r (u) = inf{n € N* ; Xi(oj) H h X n (uj) = r} 

si {n € N* ; X\(iS) + • • • + X n {yo) = r}/0e t T r (u> ) = +oo sinon. T r est à valeurs 
dans (r + N) U {+oo}. On a pour k € N 


(T r )-*({r + *}) = {T r = r + k} = {X r+k = 1} n {X, + • ■ • + X r+fc _, = r - 1} 

(8.49) 

donc (T r ) -, ({r + k}) € 21 puisque X r + k et X\ + • • • + X r+ t_i sont des v.a. On a 
également 


(7r) -1 ({+°o}) 


Uwif't‘1) 


^fceN 


€ 21 . 
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Maintenant, l’équation (8.49) donne puisque X r+k et X\ -\ h^r+fc-i sont des v.a. 

indépendantes et que Xi H h X r+k -i suit la loi binomiale B(r + k - l,p) : 


P(T r = r + k ) 


P(X r+k = l)C^l_,p'-\ k 

cr + Li?« k 

C^-ipV 



avec les notations de la définition 8.20. En particulier J2k = o Ptfr = r + A:) = 1 
d’après (8.48) et donc P('T r = +oo) = 1 — J2k=o = r + k) — 0. On peut ainsi 
écarter la valeur +oo et considérer T r comme une v.a. à valeurs dans r + N. La loi 
de T r est alors la loi binomiale négative 


Loi géométrique G(p)- 

Pour r = 1, la loi binomiale négative B~(l,p) donne P({1 + k}) = pq k si k G N. 
C’est la loi géométrique avec la définition suivante : 

Définition 8. 21. Soit p , 0 < p < 1. On appelle loi géométrique de paramètre p et 
on note Ç(p) la loi de probabilité définie sur l’ensemble fi = N' par 

P({k})=pq k - 1 VkÇ N* (8.50) 


avec q = 1 — p. 


La formule (8.50) définit bien une loi de probabilité sur N’ puisque que c’est la 
loi de T r pour r = 1. Mais on le voit aussi directement : 


+oo 


k= 1 



= 1 . 


La loi G[p) s’écrit : 


+oo 

p = 

fc = 1 


C’est la loi des prédateurs car un prédateur, par exemple un lion, s’arrête de chasser 
et dévore sa proie au premier succès. 


8.4.3 Variables aléatoires continues. 


Soit X une v.a. continue sur un espace probabilisé (fi,Qf, P) et Px sa loi de 
probabilité. Si Px est définie par une densité de probabilité g, on dit que X est une 
v.a. de densité g sur R. Une v.a. a pour densité g si et seulement si 

g{t)di \/a,bÇ.Ka<b. 



P(a^X ^ b) 
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Théorème 8. 2. Soit X : fl -4 R une variable aléatoire de densité g , et soient 
a, P G R avec a ^ 0. Alors la variable aléatoire Y = aX + P a pour densité la 
fonction h définie par 


h(s) = — g ( - — — ^ Vs G R. 
a \ a J 


Démonstration. 

Il faut déterminer une fonction h telle que 

P(u^Y^v) = I h(s)ds 
Ju 

Or u < Y < v s’écrit 


Vu, v G R, u < v. 


{ 


^^X ^ ^ si o > 0 
si o < 0 


d’où 


P(u ^Y^v) = e I g(t) dt 

= * f^ d i 

Ju a « 

= -l r^i. 

Ju « 


(8.51) 


où e = ±1 suivant le signe de a et l’on a effectué le changement de variable 

s -fi 


t = 


a 


On en déduit que la densité de Y est la fonction définie par 


□ 


Application à la loi normale. 

Si X est une v.a. qui suit la loi normale centrée réduite AÏO, 1), de densité 
g(t) = la v.a. Y = aX + m (<r > 0, m G R) a pour densité 


w s 1 , s — m. 

h ( s ) = -9(——) ~ 
cr o 



e 2 rfl . 


C’est 1a. densité de la loi loi normale générale J\f{m,o), donc Y suit Af(m, cr). Réci- 
proquement, si Y est une v.a. qui suit A r (m, cr), la v.a. X = suit la loi normale 
centrée réduite A"(0, 1). 
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8.5 Moments d’une variable aléatoire. 

8.5.1 Rappels sur les familles sommables. 

Nous rappelons ici sans démonstration quelques résultats fondamentaux sur les 
familles sommables de réels. Les démonstrations figurent dans l’Appendice 2 de ce 
chapitre. 


Familles de réels. 

Soit I un ensemble. Une famille de réels est une application i ►-» u, de / dans R. 
On la note (tq)i e /. Si / = N, la famille est simplement une suite (u n ) ne N- Si / = 0, 
on convient de poser Yhei Ui = 


Somme d’une famille de réels ^ 0. 

Soit (u;)i € / une famille d’éléments de [0,+oo]. On pose: 

^ Ui = sup Ui G [0, +oo] 


tel 


F ci 

Ffini 


ieF 


Théorème 8. 3. Soit ( u t ), e j une famille d’éléments 
Si I = U >6A h cs l une partition quelconque de I , on a alors : 


E “■ = E (E “■) 

*e/ >ga Ve/* / 


(8.52) 


de [0, +oo]. 


(8.53) 


En particulier, dans le cas d’une famille produit, encore appelée famille double 
(“>•,;)(«•, i)e/xJ de réels > 0, pour vérifier que £(,,;) e /xJ < +°°, de vérifier 

que l’une des deux sommes 



ou 



est finie. 

Famille sommable de réels. 

Définition 8. 22. Une famille (?q)i € / de réels est dite sommable de somme S si 
pour tout £ > 0 il existe une partie finie F 0 de I ayant la propriété suivante : pour 
toute partie finie F de I contenant F 0 , on a 

S ~J2 Ui 

i^F 

Proposition 8. 2. Une famille (u,-)j € / de réels ^ 0 est sommable si et seulement 
si la somme (8.52) est < +oo et sa somme S est alors la somme (8.52). 

Pour cette raison, on note aussi u i sornrne S d’une famille sommable 

quelconque. 


< £■ 


(8.54) 
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Espace vectoriel des familles sommables de réels. 

Fixons l’ensemble d’indices I . Considérons l’ensemble noté R 7 de toutes les fa- 
milles de réels ayant l’ensemble d’indices I. Soient (ui)i 6 /, (t»i), 6 / 6 R 7 . On définit 
la famille somme de ces deux familles comme étant la famille ( u t + t \) i€l ÇR'. On 
définit aussi la famille produit par A G R de la famille (u,), e / 6 R 7 comme étant la 
famille (Au,-); e /. Il est facile de vérifier que muni de ces deux opérations, R 7 est un 
espace vectoriel réel. 

Supposons maintenant les deux familles (wi)ig/, (vi)iei € R 7 sommables, de 
sommes respectives S et T. Soit e > 0 quelconque. Il existe une partie finie F 0 
de I ayant la propriété suivante : pour toute partie finie F de / contenant F 0 , on a 

5 ~Y, Ui <§• 

ieF 

De même, il existe une partie finie Go de / ayant la propriété suivante : pour toute 
partie finie F de I contenant Go, on a 




Soit Ho = Fo U G'o- C’est une partie finie de /, et pour toute partie finie F de I 
contenant Ho, on a 


(S + T) - ^ (u t + Vi ) ce. 


Donc la famille ( u; + Vi)iç / est sommable de somme S + T. 

Il est par ailleurs immédiat que la famille (A est sommable de somme A S 
pour tout A 6 R. L’ensemble des familles sommables est donc un sous-espace vecto- 
riel de l’espace vectoriel R 7 , et l’application qui à toute famille sommable associe sa 
somme est une forme linéaire sur ce sous-espace. 


Famille sommable et famille absolument sommable de réels. 

Définition 8. 23. Une famille ( Ui) ieI de réels est dite absolument sommable si la 
famille (|uj|),-g/ est sommable, i.e. 

y in,-] < +oo 

iei 

Une propriété fondamentale est la suivante: 

Théorème 8. 4. Une famille de réels est sommable si et seulement si elle est ab- 
solument sommable, i.e. vérifie (8.55). On a alors 

1*^1 • 

i€l i€l 


(8.55) 


(8.56) 



274 


CHAPITRE 8. PROBABILITÉS. 


En particulier, dans le cas d’une suite (u„) n eNt la famille (u„) n eN est sommable 
si et seulement si la série u n est absolument convergente. La somme 5 de 

la famille sommable est alors la somme de la série. En effet, pour tout e > 0 il 
existe une partie finie F 0 C N telle que pour toute partie finie F C N contenant 

F 0 on ait 1 5-EneF «» | < «■ Alors |s - EÜo u n | < £ V7V ^ SupF 0 puisque 
F = {1, • • • , N) D F 0 . Comme e > 0 est arbitraire, S est la somme de la série. La 
notion de famille sommable généralise donc celle de série absolument convergente. 

Notons aussi que si (u;)»e/ est une famille sommable, toute sous-famille 
avec JC I est sommable. C’est une conséquence du Théorème 8.4 puisque 

£.- e j l«il<E ie z M<+°°- 

Théorème d’associativité pour les familles sommables de réels. 

Soit (iq), e / une famille de réels et I = U>eA h une Pétition de I . D’après (8.55) 
et (8.53), pour que la famille (ui) ieI soit sommable, il faut et il suffit que 

£m = e(e h) <+«>- < 8 - 57 > 

içi AeA \ieix / 

Théorème 8. 5. Soit (ui),- e j une famille sommable de réels et S = u x sa 

somme. Soit I = (J> eA l\ une partition de I. Alors pour chaque X e A la famille 
(u,)i e i x est sommable de somme $\ = Ylieh u ' n e * f aTm ^ e ( 5 >)>eA sommable 
de somme S, i.e. 

£* = £(£«.•)■ ( 8 - 58 > 

»€/ AeA Xiei* / 

8.5.2 Cas d’une loi discrète. 

Dans toute cette section, on ne considère que des v.a. discrètes sur un espace 
probabilisé (H, 21, P). Les valeurs prises par une telle v.a. X forment une famille 
(xj)ie/ avec I dénombrable (fini ou infini). La loi de X est notée comme en (8.34) 

Px = Eiei = 

Espérance. 

Définition 8. 24. On dit que la v.a. X est sommable si la famille 

(P(X = * f ) *)*/ (8-59) 

est sommable. Si X est sommable, on appelle espérance de X et on note E(X) la 
somme de la famille (8.59): 

E(X) = ]T>(X = *<)*< (8.60) 

»e/ 

Proposition 8. 3. Si X,Y sont des v.a. discrètes sommables sur (0,21, F), il en 
est de même des v.a. cxX (o 6 R) ef X + K et on a 

E{aX) = aE(X) VoeM, 

E(X + Y) = E(X) + E(Y). 


(8.61) 

(8.62) 
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Démonstration. 

Considérons d’abord X + Y. On a 

Px = £ p < x = s ‘< - p y = £ p ( y = »i) 4 v, • 

tel jeJ 

Par définition, 

E w = £ p (* = *••) *<. = £ p ( y = w) ». 

«€/ j€./ 

les deux familles étant sommables. La v.a. X + Y prend les valeurs æ, + Pj, et l’on a 

Px+Y = P ( X = Xi > Y = Vî) S *‘+Vi 

Dans cette expression P(X = Xi,Y = pj) désigne P {{X = æ,-}n {Y = y,}) et les 
Xt+yj ne sont pas forcément deux-à-deux distincts. Il s’agit de montrer que la famille 
double 

(P(X = x ii'P — Vj) ( x i + %))(i, j)eixJ » (8.63) 

est sommable de somme E(X) + E(Y). Considérons d’abord la famille double 

(P(* = x *7 Y = 3/j) x «')(i,j) e /xJ (8.64) 

Comme 

IJ ({* = *,} n {K = y,}) = {x = *,■} n (J {Y = »} 

je./ 

= {x = Xi} no = {x = £,} 

et que la réunion est disjointe, on a 

Ç P{X = *<, r = yj) = P(X = x.i) Vf 6 /. (8.65) 

3 

Donc 

y; E(À r = Xi,Y = p 3 ) |a:»| = ^ P(X = a:,) |a:i| < +oc. (8.66) 

* 3 » 

Cela implique que la famille double (8.64) est sommable. La famille étant sommable, 
sa somme est d’après le théorème d’associativité Th. 8.5 et (8.65) : 

'£P(X = *,,Y = y i )x i = ££p(X = * j> K = „;)*. 

».j *e/ je./ 

= £P(* = Z,)x, 

«e/ 

= E(X). 

De même, de façon analogue à (8.65) on a 

£ = *<. y = yj)~ p{y = vù vj e j. 


(8.67) 
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La famille double 

(P(jr = * i ,K = W)«i) ((ij)CIxJ (8-68) 

est sommable et sa somme est 

£ p(* = z,-, r = </;)%• = Y, y L p ( x = Xi ' Y = «*)» 

«,j ieJ «e/ 

= E p ( K = »)» 

j£j 

= E(Y). 

Or la famille (8.63) est la somme des deux familles (8.64) et (8.68). Donc elle est 
sommable, et sa somme est 

Y P{X = Xi,Y = yj) Xi + Y P( < X = ^ Y = Vl = + E ^' 

i,j *>i 

Cela prouve que X + Y est sommable et que E(X + Y) = E(X) + E(Y). 
Considérons maintenant o/X . La loi de aX est 

PaX = Y P ( X = *0 *"* • 
iei 

La famille (P(X = Xi) ax f ),- 6/ est sommable de somme a £, e/ P(X = æ,) x< . Donc 
aX est sommable et E(aX) = a E(X) . D 

Corollaire. Les v.a. sommables forment un sous-espace vectoriel de l’espace vecto- 
riel des v.a. réelles contenant les constantes, et l’application E : X t-4 E(X) est une 
forme linéaire sur ce sous-espace. 

Démonstration. 

Cela résulte immédiatement des définitions et de la Proposition 8.3. D 

Définition 8. 25. Soit X une v.a. sommable. La v.a. Y = X - E(X) est appelée 
la variable centrée. 

L’espérance étant une forme linéaire et l’espérance d’une v.a. constante étant 
égale à cette constante, on a 

E(Y) = E(X) - E(E(X)) = E(X) - E(X) = 0. 

L’espérance de la v.a. centrée est donc nulle. 

Proposition 8. 4. Soient X,Y deux v.a. telles que 0 ^ X ^ Y. Si Y est sommable, 
il en est de même de X et E ( A ) ^ E(Y). 

Démonstration. 

Les valeurs prises par X sont la famille (xj) t g/ et X{ ^ 0 pour tout i. Les valeurs 
prises par Y sont la famille (yj)jeJ, et y, ^ 0 pour tout j puisque pour tout j il 
existe w € ü tel que Y {u) = y 3 et alors Vj = Y{oj) > X{u) > 0. Par hypothèse, 
la famille (P{Y = yj)Vj)jeJ est sommable de somme E(Y) = j P ( Y = %)%• 
Donc d’après (8.67) 


E(Y) = YY1 P ( X = Y = y ^ yi ' 
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Pour tous i,j, si P(X = Xi,Y = yj) ^ 0, il existe u G Cl tel que X{u) = x.i et 
K(a;) = j/j, et alors x.i = X(i u) ^ Y(d) = yj. On en déduit que pour tous i,j 

P(X = Xi, Y = y 3 )x { < P(X = Xi, Y = y 3 ) y 3 , 

donc 

Y p (x = *<, y = yj) x i^Y p ( x = Xi » Y = yj) y > = E (Y) < +°° • 

*>i «J 


Cela prouve que la famille double 

(^(-^ = Xi, Y = Vj) X i)(i i j) e l x j 

est sommable de somme ^ E(Y). Or en utilisant (8.65) il vient 

Y P(X = Xi, Y = J/j) Xi - Y P( x = x i) x i = E(X)- 
*J i 

Donc X est sommable et E(X) ^ E(Y). □ 

Ecart-type. 

Définition 8. 26. Soit X une v.a. On dit que X est de carré sommable si la v.a. 
X 2 est sommable. 

Si la loi de X est (8.34) 


P x = Y. p ( x = Xi)K i , 
iei 

la loi de X 2 est 

P X ‘ = £>(* = *■> 4; . 

iei 

où dans cette dernière expression, les x 2 ne sont pas nécessairement, distincts. 

Lemme 8. 9. (i) Le produit XY de deux v.a. X,Y de carré sommable est som- 
mable. 

(ii) Si X,Y sont deux v.a. de carré sommable, il en est de même des v.a. aX (a £ E) 
et X + Y. 

(iii) Une v.a. X de carré sommable est sommable. 

Démonstration. 

(i) On a \XY\ ^ \{X 2 + Y 2 ), donc | A'V'j, et par conséquent XY, est sommable 
d’après la Prop. 8.4. 

(ii) D’après (i), XY est sommable. Or ( X + Y) 2 — X 2 + Y 2 + 2 XY, donc X + Y est 
de carré sommable. Le cas de aX est immédiat. 

(iii) La v.a. Y = 1 est de carré sommable. Donc X = XY est sommable. □ 


Corollaire. L’ensemble des v.a. de carré sommable est un sous-espace vectoriel de 
l’espace vectoriel des v.a. sommables contenant les constantes. 
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Démonstration. 

D’après lemme, X + Y et aX (a € R) sont des v.a. de carré sommable. De plus 
toute v.a. constante est trivialement de carré sommable. CD 

Définition 8. 27. Si X est de carré sommable, E(X 2 ) est appelé moment d’ordre 
2 deX. 

11 est clair que le moment d’ordre 2 d’une v.a. de carré sommable est ^ 0- 

Lemme 8. 10. Soit X une v.a. de carré sommable et Y = X — E(X) la variable 
centrée. Alors Y est de carré sommable et son moment d’ordre 2 est 

E(Y 2 ) = E(X 2 ) - (E(À')) 2 . 


Démonstration. 

Y est de carré sommable d’après le Corollaire du Lemme 8.9. Or 
y 2 = (X - E(X)) 2 = X 2 - 2E(X) X + (E(X)) 2 . 

Donc (Prop 8.3) 

E(Y 2 ) = E(X 2 ) — 2E(E(X) X) + E((E(X)) 2 ) 

= E(X 2 ) — 2(E(X)) 2 + (E(X)) 2 
= E(X 2 ) — (E(X)) 2 . 


□ 

Définition 8. 28. Soit X une v.a. de carré sommable. On appelle variance de X 
et on note var(X) le moment d’ordre 2 de la variable centrée: 

var{X) = E(X 2 ) - (E(X)) 2 . 

On appelle écart-type de X et on note <r(X) la racine carrée de la variance de X : 

a(X) = vW(X) = y/ E(X 2 ) — (E(X)) 2 . 

Si X, Y sont deux v.a. de carré sommable, on appelle covariance de X et Y et on 
note cov(X, Y) la quantité E(XY) — E(X)E[Y). 

Proposition 8. 5. Soient X,Y des v.a. de carré sommable. 

(i) var{otX ) = a 2 var(X) Va- g R. 

(H) var(X + Y) = var(X) + var(Y ) + 2cou(X,V). 

(iii) Si les v.a. X et Y sont indépendantes on a 

var(X + y) = var(X) + var(Y). 

Démonstration. 

(i) var(aX) = E(a 2 X 2 ) - (E(aX)) 2 = a 2 E(X 2 ) - (oE(X)) 2 = a 2 var(X) 
d’après la prop. 8.3 . 

(ii) On a E((X + y) 2 ) = E(X 2 + y 2 +2Xy). Comme X et Y sont de carré sommable, 
XY est sommable et alors 

e((x + y) 2 ) = e(x 2 ) + E(y 2 ) + E(2xy) = e(x 2 ) + E(y 2 ) + 2 e(xy). 
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D’autre part 

(E(X + Y)) 2 = (E(X) + E(Y)) 2 = E(X) 2 + E(Y f + 2E(X)E(Y). 

Donc var {X + V) = var ( X ) + var (F) + 2cov(X, Y ). 

(iii) Si X et Y sont indépendantes, on a 

P{X = Xi,Y = y j) = P(X = Xi ) P(Y = y 3 ) 


pour tous i,j d’où 

E(XY) = ^2P(X = x i ,Y = y j )x i y j 

= p ( x = Xi ) P(y = y A XiVj 





= E{X)E{Y) 


donc cov (X, Y) = 0 et alors var (A' + Y) - var (X) + var (l 7 ). 

Remarque. On a pour X v.a. sommable et a,/? € R d’après la Prop. 8.3: 


□ 


E{aX + fi) = a E(X)+(1. 


(8.69) 


Si X est de carré sommable, on a d’après la Prop. 8.5 en notant que 
co v(ctX,fi) = 0 et que la variance d’une constante est nulle: 

var («X + fi) = cfi var (X). (8.70) 


Pour X, Y v.a. de carré sommable et oc, fi, 7,5 € R on a: 

cov (aX + fi, 7 Y + S) = 07 cov (X, Y). 


(8.71) 


Variable centrée réduite. 

Définition 8. 29. Soit X une v.a. de carré sommable. La v.a. 

y X- E(X) 

<X) 

est appelée variable centrée réduite associée à X. 

La variable centrée réduite a pour espérance 0 et pour écart-type 1. 


Exemples. 

Loi binomiale B{n,p). 

Soit X une v.a. qui suit la loi B(n,p). Elle est évidemment de carré sommable 
puisqu’elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On a X = X] + . . . + X n , où les Xi 
sont des v.a. élémentaires de Bcrnouilli indépendantes. Or une v.a. élémentaire de 
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Bernouilli est de carré sommable, son espérance est p et sa variance est p — p 2 = pq. 
Donc 


E(X) = E{Xx) + . . . + E{X n ) = np 

var (X) = var (JV, ) + . . . + var ( X n ) = npq 


On peut aussi calculer E( X) directement: 


De même 


E{X) = ^P{X = k) k 

k=0 

= Y.kC'/q" 

k~i) 
n 

= pT. kC "p k ~'i n ~ k 


i-k 


k= 1 


= P 


= P 


dt 


dt 


k= O 


t=P 


(< + 9)" 


i t= P 

= pn [(t + q) n ~'] tT=p 
= np. 


i-k 


1—k 


E(X 2 ) = £VcîA~ 

k=0 
n 

= $>(*-! )+k) c ^ q "- 

k = O 

71 

= p 2 £ - n + e(*) 

+ np 


= P 


= P 


k = 2 


fc=o 


s* ( * + ç) “ 


-k 

I 

t=p 
4- np 


J t= P 


= p 2 n(n- 1) [(< + ç) n 2 ] t=p + np 
= n 2 p 2 + np(l — p) 


= n 2 ]) 2 + npq 


(8.72) 

(8.73) 


donc 


var {X) = E(X 2 ) - ( E(X )) 2 = n 2 p 2 + npç - (np) 2 = npq. 
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Loi de Poisson V{X). 

Soit X une v.a. qui suit la loi 'P(A), A > 0. La série 

+oo +°° \k 

O k—0 

est convergente d’après la règle de d’Alembert, donc A est de carré sommable. On 
a alors 


4-00 4-00 \ +<» \k 

E(X) = Y, n* = *) k = E e '* -g k = e " A E 

k = 0 k=0 ' k= 1 

4-00 ^fc-J 




- ^ E jtïÿ . = ^ 


k=\ 


4-°o vfc 

E(X 2 ) = E e_i Xf fc2 

k=0 

'4-oo xfc 4-oo 

£ .-»*(*- Dît + £«-* 4 

,fc= 0 

e"* (E 

\k=0 


e- A A 2 
A 2 + A 


dt 2 


k! 

+ A 


J t=A 


d’où var(X) = A. 


Loi géométrique £(p). 

Soit X une v.a. qui suit la loi Ç(p), 0 < p < 1. La série 

4-00 4-00 


j 2 p(x = k ) k 2 = Y J *w _1 


fc=i 


fc=i 


est convergente d’après la règle de d’Alembert, donc X est de carré sommable. On 
a alors 


4-oo 


4-00 


4 -oo 


E(X) = P(X = k)k = J2 k M k 1= pE^ 1 


k=l 


k= 1 


= P 


i 4-oo 

dt 




fc=l 


= P 




d 1 


dt 1 — t 


J t=7 


__p 

( 1 - 9) 2 


1 

P 
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et 


+oo 


E(X 2 ) = £>w-' 

A;=l 

+oo 

= Y1 k ( k ~ l )ps k ~ l + kpqkl 


k = 1 


= pq 


pq 

pq 


d 2 ^ 

^E‘ 

k = 0 

d 2 1 ■ 


+oo 

E 

fc=i 

+ E(X) 


dt 2 1 - t 

2 


1 

+ - 
*=* P 


(1 - Ç ) 2 


1 

H — 

P 


2 q 1 

“T "4 

V 1 P 

1 + q 


d’où 


var (X) = E(X*) - (E(X)f = ± . 


8.5.3 Cas d’une loi continue à densité. 

Soit X une v.a. continue sur un espace probabilisé ($7, 21, P) dont la loi Px est 
définie par une densité de probabilité g, i.e. une v.a. de densité g sur IR : 

P(a ^ X ^ b) = ( g{t)dt Va, 6 e R, a <6. 

J a 


Espérance. 


On dit que X est sommable si l’intégrale impropre 



(8.74) 


est absolument convergente. Si X est sommable, l’intégrale (8.74) sera appelée es- 
pérance de X et notée E(X). 


Moment d’ordre 2. 


Lemme 8. 11. (i) Soit X une v.a. de densité g. Alors X 2 est une v.a. de densité 
la fonction h définie par 


h(s) 


si s > 0 

0 si s ^ 0 . 


(8.75) 


(ii) X est de carré sommable si seulement si l’intégrale impropre 



dt 


(8.76) 
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est convergente et l’on a alors 

/ +oo 

t 2 g(t)dt. (8.77) 

•oo 

Démonstration. 

(i) On a 

P(X 2 ^ 0) = P(X 2 < 0) + P(X 2 = 0) = P{0) + P(X = 0) = 0 + jf g{t)dt = 0. 

Soient donc a, b tel que 0 < a < b. On a 

P(a ^ X 2 ^ b) = P(y/d ^ X ^ Vb) + P{-Vb ^ X ^ -yfi). 

Or 



P(-Vb ^ X ^ 




ds 

2\/s 


donc 

! - V '‘ < l 


ï 


g(xfe) + g(-Vs) d _ 
2y/s 


d’où le résultat. 

(ii) Par définition, X est de carré sommable si X 2 est sommable. D’après (i), cela 
signifie que l’intégrale impropre 



fl( \És) + ff( — \/^) 

2y/s 


ds 


(8.78) 


est convergente. Or pour tous A > 0 on a 

s^p-ds = U* l 2 g(t)dt 

2 y/ S Jo 

^VAlds = [° t 3 g(t)dt 

2>/s J-VÂ 

donc l’intégrale (8.78) est convergente si et seulement si l’intégrale (8.76) l’est, et 
elles sont alors égales. ^ 

On définit le moment d’ordre 2 d’une v.a. de carré sommable par la formule 
(8.77). La variance et l’écart-type sont alors définis comme dans le cas discret. Tous 
les résultats énoncés dans le cas discret restent valables dans le cas continu à densité. 
Nous l’admettrons, car les démonstrations nécessitent l’introduction de la théorie de 
l’intégration sur l’espace probabilisé (12,21, P) sur lequel sont définies les v.a., i.e. 
l’introduction de 1a. notion d’intégrale 

f XdP 
Ja. 
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par rapport à la mesure de probabilité P sur fi. On montre alors le théorème, dit 
de transfert ([9], Th. 1.1., p.130), affirmant que, si X a pour densité g, 




/ +00 

OO 


f(t)y(t)dt 


(8.79) 

(8.80) 


avec / : R — » R fonction continue quelconque. L’espérance E(X) est alors X dP 
et le moment d’ordre 2 E(X 2 ) de X est f n X 2 dP. L’équation (8.79) donne immé- 
diatement d’après les propriétés de l’intégrale sur (fi, 21, P) la Prop.8.3. Enfin, la 
formule (8.80) peut s’écrire 

[ if o x)dr= rmdp.it) 

Jil J — OO 

en notant dPx(t) = g(t)dt , ou encore 

f (foX)dP= f fdP x . 

Jci Jr 

Sous cette forme, on voit que le formalisme d’intégration par rapport à une mesure 
de probabilité permet d’inclure le cas discret. Le cas discret correspond en effet au 
cas où la mesure P x est une combinaison (8.34) de mesures de Dirac, et l’on a alors 


E(X)= f tdP x (t) = TP(X = Xi )x iy 
j r £/ 

E(X 2 )= f t 2 dP x (t) = TP(X = Xi )x ] 
• /r <e/ 


Exemples. 

Soit X une v.a. qui suit la loi ff(0, 1). O 11 a: 


1 /•+<*> ,2 

E(X) = -= te~Tdt = 0 

v27t 00 


puisque la fonction à intégrer sur R est impaire. 




d’où var(A') = 1 et a(X ) = 1. 
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Soit X une v.a. qui suit la loi Af(m,cr), m Ç R,tr > 0. 



d’où var (A") = <r 2 et a(X ) = a . 

Cas de v.a. équidistribuées. 

Soient X , Y des v.a. équidistribuées. Alors X est de carré sommable si et seule- 
ment si Y l’est, et alors elles ont même espérance et même écart-type. 


8.5.4 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. 

Théorème 8. 6. Soit X une variable aléatoire de carré sommable. Alors pour tout 
t> 0 : 

P{\X -E(X)\Zt) ^ • (8-81) 

Démonstration. 

Nous faisons la démonstration dans le cas d’une v.a. discrète, le cas d’une v.a. 
continue à densité étant analogue mais avec des intégrales. Soit Y = X — E( A ) la 
v.a. centrée. Si la loi de X est 

Px = Y. P < A ' = 

iei 

celle de Y est 

/y = £ p(x = *) s y 

i£l 

avec iji = x;~ E(X) pour tout i. On a 

E(Y 2 ) = £>(* = *) b ? 

t 

= ^2 p (y = Vi)Vi + S /; ( y = vdy! 

{*; Ivd^O {ûlwKO 

^ £ P(Y = y t )y* 

ÿ t 2 P{\Y\>t) 
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d’où 


r(\y\ >t) ^Ç L - 

Or d’après le LeinmeS.lO, E{Y 2 ) = var(A'), donc (8.82) s’écrit 

var(X) _(<r(*)) 2 


(8.82) 


P{\X-E{X)\>t) ^ 


t 2 


H 


□ 

D’après l’inégalité de Bienayrné-Tchebychev, on a pour toute v.a. de carré som- 
mable et tout / > 0 : 


P(\X-E{X)\>tcr{X)) ^ 


1 

ï 2 


d’où 


P(\X-E(X)\<tcr{X))>\--. 


(8.83) 


En particulier, 


P(\X - E{X) | < 2<t(X)) ^ 1 - l - = 0.75 
P(\X - E(X) | < 3<t(X)) ^ 1 - ^ « 0.889. 

Il s’agit de relations universelles , i.e. valables pour toute v.a. de carré sommable. 
Mais elles sont assez grossières. En effet, dans le cas où X suit la loi normale Af(m, cr), 
Y = X o{x)^ = *0" su *f l°i normale centrée réduite A^(0, 1) et 

P(— 2 ^ Y ^ 2) = 2$(2) d’après (8.29). Les tables donnent 4>(2) « 0.4772 donc 
P(- 2 ^Y^ 2) w 0.954 . De même, P(- 3 ^ Y ^ 3) w 0.997 . 


8.6 Loi des grands nombres. 


8.6.1 Loi faible des grands nombres. 

Toutes les v.a. considérées dans cette section sont sur un même espace probabilisé 
(D,2l, P). 


Théorème 8. 7 (Bernouilli, Tchebychev). Soient (X n ) n ^i une suite de v.a. de 
carré sommable, indépendantes et équidistribuées. Soient p — E(Xi) et a = cr(X j). 
Pour n ^ 1, soit S n la v.a. X\ + . . . + X n . Alors pour tout e > 0, 


Démonstration. 
On a 


£(— ) = ~E(S n ) = -np = fi, 

n n n 


(8.84) 


n 
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L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev (8.81) donne donc 



donc P ({|^ - n\ ^ e}) -> 0 quand n +oo . D 

Dans le Théorème 8.7, la loi faible des grands nombres (8.84) est établie avec 
l’hypothèse que les X n sont de carré sommable. Le résultat (8.84) reste vrai sous 
l’hypothèse plus faible que les X n sont sommables. Mais cette généralisation requiert 
des techniques plus avancées ([18], Th. 2 page 325). 

La loi faible des grands nombres dit que, pour tout e > 0, on a 

lim P(A n (e)) = 0, 

n— f+oo 

en notant A n (e) = {|^f - n\ ^ e} ■ Mais elle ne dit pas que 

JSL p (U A *< £) ) = °- 

En effet, la seule chose que l’on puisse affirmer sur P (Ufc^n ^fc( Ê )) P our l'instant, 

c’est que P (U fc ^ n ^fe(e)) ^ E k*n P ( A *( e )) et <l ue cha ^ ue terme de la série P ris 
individuellement tend vers 0 quand n tend vers +oo. 

En passant aux complémentaires, 

Jïe» p « a - (£))< ’ ) = Ji?» p ({ " ■ p | < £ }) = 1 ’ 

mais on ne sait pas si 

JÜÏL p <n IMeW) = Jte. p ({|y - "I < « v ‘ > »}) = 1 ■ 

Autrement dit, on sait que pour tout indice individuel n fixé très grand il est 
"presque sûr” que — p\ < £ mais on ne sait pas s’il est "presque sûr” que 
|£a _ c e et 1^ - n\ reste < e pour tous les k > n. 

On ne sait donc en particulier pas s’il est "presque sûr” que ^ -> H quand 
n — > +oo, i.e. 

'M- 

ou encore 

P (SM) = 0 ' 


C’est précisément le contenu de la loi forte des grands nombres. 
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8.6.2 Loi forte des grands nombres. 

Théorème 8. 8 (Borel, Kolmogorov). Soient (X n ) n ^ t une suite de v.a. som- 
mables, indépendantes et équidistribuées et p = E{X\). Pour n ^ 1, soit S n la v.a. 
Xj + . . . + X n . Alors 

K {^}) =1 (8 - 85) 

où -4 /i} désigne l’ensemble des ui de l’ensemble fondamental fl tels que 
— » p quand n -4 +oo. 

Nos admettons aussi ce théorème ([18], Th. 3 page 391). Pour une démonstra- 
tion utilisant très peu de théorie de la Mesure dans le cas de v.a. élémentaires de 
Bernouilli, voir [20]. 


8.6.3 Convergence en probabilité et convergence 
presque sûre. 

Définition 8. 30. Soit (X n ) n ^i une suite de v.a. On dit que X n converge en proba- 
bilité (ou en mesure) vers une v.a. X quand n -4 +oo , et l’on note alors X n A X, 
si la condition suivante est satisfaite : 

Vê > 0, lim P ({|X n - X\ > e}) = 0 . 


Définition 8. 31. Soit {X n ) n -^\ une suite de v.a. On dit que X n converge presque 
sûrement (ou presque partout) vers une v.a. X quand n -4 +oo , et l’on note alors 
X n -4 X ( P — p.s.), ou X n — ^ X (P — PP-), si la condition suivante est satisfaite: 


P{{X n -/>X}) = 0. 


Avec ces définitions la loi faible des grands nombres s’énonce: 

Sn P 

> p quand n -4 +oo, 

n 


et la loi forte des grands nombres s’énonce: 

g 

> p ( P — p.s .) quand n -4+oo. 

n 


8.7 Théorème central limite. 

Toutes les v.a. considérées dans cette section sont sur un même espace probabilisé 
(f2,2l, P). 


8.7.1 Convergence en loi d’une suite de v.a. 

Définition 8. 32. Soit (X n ) n ^i une suite de v.a. et F n la fonction de répartition 
de X n . Soit X une v.a. et F sa fonction de répartition. On dit que X n converge en 
loi, ou encore faiblement, vers X quand n -4 +oo , et l’on note alors X n => X, si 
la condition suivante est satisfaite : 

Pour tout point x où F est continue, F(x) = lim F n (x). 

n— »+oo 
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Théorème 8. 9. Soit (X n ) n ^i une suite de v.a. convergeant en loi vers une v.a. X. 
Soient F n et F les fonctions de répartition de X n et X respectivement. On suppose 
F continue sur R. Alors la suite de fonctions (F n ) n ^l converge vers F uniformément 
sur R . 

Démonstration. 

Il faut montrer que : 

Ve > 0 3n 0 e N Vn^n 0 VxéR |F n (z) - F(a:)| < e . (8.86) 

Soit e > 0. Comme lim^-oo F(x) = 0, il existe a e R tel que F(a) < 5 • De même, 
comme liin x _» +00 F(x) = 1, il existe 6 e R tel que F (b) > 1 - f . La fonction F étant 
continue sur l’intervalle compact [a, 6], elle est uniformément continue sur [a, b]. Il 
existe donc une subdivision 

a = Xq ^ 'Ci ^ •Cp "Cp+\ — b 


telle que 

0 ^ F(x k+Ï ) - F(x k ) < - VA: 0 ^ k ^ p 

(on rappelle qu’une fonction de répartition est croissante). Comme A n => A, pour 
chaque A: = 0, 1 , • • - ,p + 1 on a F(x k ) = linWH» F n (x k ). Donc il existe N k € N tel 
que pour tout n ^ N k , |F„(:Efc) — F(x k ) | < §. Soit n 0 = sup 0 ^ p+ , N k . Alors 

|F»(* fc ) - F(* fc )l < \ Vn^n 0 . (8.87) 

Soit maintenant 1 ER quelconque. 

• Si x ^ a, 

F n (x)-F(x) ^ F n (x) (car F est 2*0) 

^ F n (a) (car F n est croissante) 

F n (a) - F (a) + F(a) < | + | = e Vn > n o ■ 

Mais £ 

F n (x) - F(z) Z —F(x) > —F (a) > --> -e . 

Donc |F n (æ) - F(®)| < e Vh>r 0 . 

• Si x ^ 6, 

F„(z) - F(ar) ^ 1 - F(x) (car F n ^ 1) 

^ 1 — F (b) (car F est croissante) 



Mais 

F n (x) - F{x) > F n (6) - 1 = F n (b) - F(6) - (1 - F {b)). 

Comme 0^1- F (b) < | , on a -(1 - F(6)) > — f . 

Or F n (6) - F (b) > -f Vn ^ n 0 . Donc 

F n (a:) - F(z) > | Vn^n 0 . 
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D’où |F n (x) - F(x)| < e Vn^no- 
• Si x k ^ x ^ **+ 1 , 0 ^ k ^ p, 

F n (x) - F(x) ^ F n (x fc +i) - F(x k ) = F n (x k+l ) - F(x k+ ,) + F(x k+Ï ) - F(x k ). 


Or |F n (ar fc+ i) - F(x fc+ i)| < § pour n ^ n 0 et 0 ^ F(x k+l ) - F(x k ) < § par définition 
de la subdivision. Donc 

F n {x) - F(x) < ^ + | = £ Vn^n 0 . 

Mais 

F n (x) - F(x) ^ F n (x k ) - F(x k+ 1 ) = F n (x k ) - F(x k ) + F(x k ) - F(x k+l ) . 
Comme |F„(x fc ) - F(x k )\ < f Vn>n 0 et 0 < F(x k+1 ) - F(x k ) < | , 

F„(x) - F(x) > -| - | = -e Vn^n 0 - 
D’où |F n (x) — F(x)| < e Vn^n 0 . (8.86) est démontrée. □ 

8.7.2 Théorème central limite. 

Théorème 8. 10. Soient {X n ) n -^\ une. suite de v.a. de carré sommable, indépen- 
dantes et équidistribuées. Soient /z = E(X i) et a = <r(Xi). Pour n ^ 1, soit £„ la 
v.a. Xi + . . . + X n et S n = la variable centrée réduite. 

Alors Sn converge en loi quand n — ï +oo vers une v.a. qui a pour loi la loi 
normale centrée réduite A r (0, 1), i.e. 

lim P(S n < i) = Vt G R . (8.88) 

»+oo ' ' 


On notera simplement S n => À r (0, 1) quand n — >■ +oo. 

Nous admettons ce théorème dont la démonstration nécessiterait l’introduction 
de notions dépassant le cadre de ce cours, telles que fonctions caractéristiques de 
v.a. et Théorème de la. convergence dominée de Lebesgue ([18], Th. 3 page 326). 


8.7.3 Théorème de Berry-Esseen. 


Théorème 8. 11 . Dans les conditions du Théorème central limite, notons F n la 
fonction de répartition de S n . 


On suppose de plus que X\ est sommable, où X\ = Alors 



V/€ R. 


(8.89) 


Nous admettons aussi ce théorème ([18], page 374). 
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8.7.4 Applications à la loi binomiale. 

Application du Théorème central limite. 

Le Théorème central limite s’applique eri particulier au cas où les X n sont des 
v.a. élémentaires de Bernouilli indépendantes et équidistribuées, d’espérance p = p 
(0 < p < 1) et écart-type a = yfpq. 

Alors S n suit la loi binomiale B(n,p) et S n => Af(0, 1) (une démonstration directe 
de ce fait est aussi donnée dans la section 8.8 Appendice 1). 


Application du Théorème de Berry-Essen. 

Comme la v.a. | Ai - p| 3 ne prend que les 2 valeurs p 3 et q 3 avec les probabilités 
respectives q et p, elle est sommable et E(\X\ — p| 3 ) = qp 3 + pq 3 = pq{p 2 + q 2 )- Donc 


Xi 


est sommable et 


p 2 + q 2 


Le Théorème de Berry-Esseen s’applique donc, et montre que si F n désigne la fonc- 
tion de répartition d’une v.a. S n suivant la loi binomiale B(n,p) et si F n désigne la. 
fonction de répartition de la v.a.. centrée réduite S n = , alors 

(8.90) 

(8.91) 


F„(t)-¥(0|^7»(p) Vie 


avec 


7n(p) = 0.8 


V +<i 

V^pq 


Or 


F.( : X -F^) = r„(i) V* S 

y/Fpq 


Donc (8.90) s’écrit encore en posant t = ^== 


F n (x) - ( 


x — np 
y/npq 


< 7n(p) Vz G 


(8.92) 


Approximation normale. 

Si S n est une v.a. suivant la loi binomiale £?(n,p), on peut ainsi approcher 
S n = S ^~“' P ar la l°i normale centrée réduite A r (0, 1), et donc. S n par A (np, yfixpq). 
On dit que A \np iy /npq) est l’approximation normale de la loi binomiale B(n, p). 
Avec, l’approximation normale, on a pour a,/?, a, 6 (E K 

P(a<Z^P) « ¥(/?)-*(«) (8-93) 

P(a<S n <6) « ~ ®(^=) • (8-94) 

V y/npq y/Fpq 

D’après (8.91), cette approximation peut être insuffisante si npq est petit, en 
particulier même si n est très grand mais p très petit. Une règle empirique souvent 
adoptée est que l’approximation normale est acceptable pour 

n inf(p, q) ^ 6 . 


(8.95) 
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Approximation normale avec correction de continuité. 

Posons pour 0 ^ k ^ n 


tk = 


k — np 

yfîW ' 


On a 


P(S n = t k ) = P(S n = k) = C k n P k q n ~ k 


(8.96) 


On veut comparer 

P(Z = h) = c; pY“* (8.97) 


et 




_£ 

e 2 . 


(8.98) 


Si fc est fixé, on a C k = ^ £ donc 


n 


C„* -*• 0 


quand n -> +oo puisque 0 < q < 1. D’autre part, lim n _+ +00 t k = — oo, donc les deux 
quantités (8.97) et (8.98) sont négligeables. 

Pour avoir des quantités qui ne soient pas négligeables, on est amené à supposer 
que t k reste borné, i.e. que k est en fait une fonction k,(n) qui tend vers -foo avec n 
et telle qu’il existe un T > 0 pour lequel 


VnêN*. 


(8.99) 


On notera simplement k au lieu de k(n). Alors la condition (8.99) implique, 
d’après le Lemme8.13 de l’Appendice 1, que 


fc k n— k 






y/npÿ\/ 2?r 


e 2 quand n — » +oo . 


(8.100) 


On notera que si k est fixé (8.100) n’est, pas nécessairement vérifiée: par exemple 


pour k = 0, to = — et 




y/npq y/2ir 


e 2 = 


y/npqx/2n 


1 np 

e . 


En effet, 


y/npqV 2ïr 


e “ âf— nLog <1 _ 


\/2rr pq 


e — 5^(1 — 9+ 2 <7 l °6 n 


tend vers +oo ( resp . 0) quand n +oo si 1 — ç + 2çLog q < 0 ( resp . ^ 0) (on vérifie 
immédiatement que la fonction 1 1 -> 1 — t + 2tLog t sur l’intervalle ]0, 1[ possède un 
unique zéro). 
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Considérons maintenant l’approximation normale de F n par ty. Elle approche 


P(S n = k) = C* = F„(<») - F„(i t _,) 


par 

Or comme t k — t k - 1 = ;ÿ== , C* P*?" - * est l’aire du rectangle 

Tl k = x pV _ 1- 


D’après (8.100), l’approximation normale consiste donc à approcher l’aire 
Fn{t k ) - Ên{tk- 1 ) de par l’aire ^(t k ) - ^(t k - 1 ) sous la courbe en cloche 
y = -A= e _ V comprise entre t k - 1 et, f*. On conçoit graphiquement (voir Fig. 8.1) que 
cette approximation pourrait être meilleure si l’on approchait l’aire de 7 Z k par l’aire 
sous la courbe en cloche comprise entre les valeurs t k _i = J^ v = t k _i + et 

t .. , = — L= . En effet, des compensations entre ”aire au dessus” et 

”a,ire au dessous” apparaissent dans ce cas. Cette nouvelle aire est 


*{tk + 


2 y/npq 


) - ^(tfc-! + 


2y/npq 


)• 


Introduisons alors la fonction ty* définie par 

V(x) = *(x+ k 4=) Vx€R. (8.101) 

2^/ïïpq 

La nouvelle aire est alors ç) — ^S*(t k -\). Approcher l’aire de lZ k par la nouvelle 
aire revient donc à approcher F n (x) non pas par 'E(x) mais par ^‘(x). Cette ap- 
proximation est appelée V approximation normale avec correction de continuité. Elle 
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est effectivement meilleure en général pour les valeurs (8.96) de discontinuité de F n 
"proche” de 0, i.e. pour les valeurs de k "proches” de np, comme on le voit sur les 
exemples d’approximation ci-dessous. Si np est petit, cela recouvre pratiquement 
l’ensemble des valeurs de k. Mais lorsque k n’est pas "proche” de np, l’approxima- 
tion avec correction de continuité peut être plus mauvaise. Avec l’approximation 
normale avec correction de continuité , on a pour a,/?, a, 6 € R 


P{a <S n ^/3) « 
P (a < Sn ^ b) » 




2 y/npq 


)-V(a + 


2 y/npq 


) 


T/ 6+i — np. a+k — np x 

*( — i=— ) - n — fe-s • 


y/npq 


y/npq 


( 8 . 102 ) 

(8.103) 


Les tableaux qui suivent, et les figures 8.2 à 8.4, donnent des exemples de la précision 
des approximations normales sans et avec correction de continuité. 

Exemples. 


Exemples de valeurs de la fonction de répartition F de 13{n,p) : 




n = 10 


p — 0.2 , np = 2 , 7io(0.2) = 0.43007 . 


k 

F 

$ 


F- V 

F -' r 

0 

0.107374 

0.056923 

0.11784 

0.050451 

-0.010465 

1 

0.37581 

0.214598 

0.346316 

0.161212 

0.029493 

2 

0.6778 

0.5 

0.653684 

0.1778 

0.024116 

3 

0.879126 

0.785402 

0.88216 

0.093724 

-0.003033 

4 

0.967207 

0.943077 

0.975947 

0.02413 

-0.00874 

5 

0.993631 

0.991147 

0.997171 

0.002484 

-0.00354 

6 

0.999136 

0.999217 

0.999813 

-0.000081 

-0.000677 

7 

0.999922 

0.999961 

0.999993 

-0.000039 

-0.000071 

8 

0.999996 

0.999999 

1.0 

-0.000003 

-0.000004 

9 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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p = 0.5 , np = 5 , 7io(0.5) = 0.252982 . 



F 


y* 

F - ^ 

F- W 

0 

0.000977 

0.000783 

0.002213 

0.000194 

-0.001236 

1 

0.010742 

0.005706 

0.013428 

0.005036 

-0.002686 

2 

0.054688 

0.02889 

0.056923 

0.025798 

-0.002235 

3 

0.171875 

0.102952 

0.171391 

0.068923 

0.000484 

4 

0.376953 

0.263545 

0.375915 

0.113408 

0.001038 

5 

0.623047 

0.5 

0.624085 

0.123047 

-0.001038 

6 

0.828125 

0.736455 

0.828609 

0.09167 

-0.000484 

7 

0.945313 

0.897048 

0.943077 

0.048264 

0.002236 

8 

0.989258 

0.97111 

0.986572 

0.018148 

0.002686 

9 

0.999023 

0.994294 

0.997787 

0.004729 

0.001237 

10 

1.0 

0.999217 

0.999748 

0.000783 

0.000252 


n = 25 


P = 0.2 , np = 5 , 725(0.2) = 0.272 


k 

F 


vJ>* 

F- W 

» 

& 

1 

0 

0.003778 

0.00621 

0.012224 

-0.002431 

-0.008446 

1 

0.02739 

0.02275 

0.040059 

0.00464 

-0.012669 

2 

0.098225 

0.066807 

0.10565 

0.031418 

-0.007424 

3 

0.233993 

0.158655 

0.226627 

0.075338 

0.007366 

4 

0.420674 


0.401294 

0.112137 

0.019381 

5 

0.616689 


0.598706 

0.116689 

0.017983 

6 

0.780035 

0.691462 

0.773373 

0.088573 

0.006663 

U 

mimivirà 

0.841345 

0.89435 

0.049532 

-0.003473 

8 

0.953226 

0.933193 

0.959941 

0.020033 

-0.006715 

9 

lnjBBEtaaa 

0.97725 

0.987776 

0.005418 

-0.005107 

10 

0.994445 

0.99379 

0.99702 

0.000655 

-0.002575 

11 

0.99846 

0.99865 

0.999423 

-0.00019 

-0.000963 

12 

0.999631 

0.999767 

0.999912 

-0.000136 

-0.00028 

13 

0.999924 

0.999968 

0.999989 

-0.000044 

-0.000065 

14 

0.999986 

0.999997 

0.999999 

-0.00001 

-0.000012 

15 

0.999998 

1.0 

1.0 

-0.000001 

-0.000001 

16 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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p = 0.5 , np = 12.5 


725(0.5) = 0.16 . 


k 

F 



F— W F-ty* 

0 

0 

0 

0.000001 

0 

0 

1 

0.000001 

0.000002 

0.000005 

-0.000001 

-0.000004 

2 

0.00001 

0.000013 

0.000032 

-0.000003 

-0.000021 

3 

0.000078 

0.000072 

0.000159 

0.000006 

-0.00008 

4 

0.000455 

0.000337 

0.000687 

0.000118 

-0.000231 

5 

0.002039 

0.00135 

0.002555 

0.000689 

-0.000516 

6 

0.007317 

0.004661 

0.008198 

0.002655 

-0.00088 

7 

0.021643 

0.013903 

0.02275 

0.007739 

-0.001107 

8 

0.053876 

0.03593 

0.054799 

0.017946 

-0.000923 

9 

0.114761 

0.080757 

0.11507 

0.034005 

-0.000308 

10 

0.212178 

0.158655 

0.211855 

0.053523 

0.000323 

11 

0.345019 

0.274253 

0.344578 

0.070766 

0.000441 

12 

0.5 

0.42074 

0.5 

0.07926 

0 

13 

0.654981 

0.57926 

0.655422 

0.075721 

-0.00044 

14 

0.787822 

0.725747 

0.788145 

0.062075 

-0.000322 

15 

0.885239 

0.841345 

0.88493 

0.043894 

0.000308 

16 

0.946124 

0.919243 

0.945201 

0.026881 

0.000923 

17 

0.978357 

0.96407 

0.97725 

0.014288 

0.001108 

18 

0.992683 

0.986097 

0.991802 

0.006587 

0.000881 

19 

0.997961 

0.995339 

0.997445 

0.002623 

0.000516 

20 

0.999545 

0.99865 

0.999313 

0.000895 

0.000232 

21 

0.999922 

0.999663 

0.999841 

0.000259 

0.000081 

22 

0.99999 

0.999928 

0.999968 

0.000063 

0.000022 

23 

0.999999 

0.999987 

0.999995 

0.000013 

0.000005 

24 

1.0 

0.999998 

0.999999 

0.000002 

0.000001 

25 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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n = 50 


p = 0.2 , np = 10 , 750(0 2) = 0.192333 . 


k 

F 



F-'Ü 

F — ty * 

0 

0.000014 

0.000203 

0.000391 

-0.000189 

-0.000377 

1 

0.000193 

0.000731 

0.001327 

-0.000538 

-0.001134 

2 

0.001285 

0.002339 

0.004005 

-0.001053 

-0.002719 

3 

0.005656 

0.006664 

0.010778 

-0.001007 

-0.005121 

4 

0.018496 

0.016947 

0.025915 

0.001549 

-0.007418 

5 

0.048027 

0.03855 

0.055806 

0.009477 

-0.007778 

6 

0.103398 

0.07865 

0.107962 

0.024749 

-0.004564 

7 

0.19041 

0.144422 

0.18838 

0.045988 

0.00203 

8 

0.307332 

0.23975 

0.297942 

0.067582 

0.00939 

9 

0.44374 

0.361837 

0.429842 

0.081904 

0.013899 

10 

0.583559 

0.5 

0.570158 

0.083559 

0.013401 

11 

0.710668 

0.638163 

0.702058 

0.072504 

0.008609 

12 

0.813943 

0.76025 

0.81162 

0.053693 

0.002323 

13 

0.889413 

0.855578 

0.892038 

0.033836 

-0.002624 

14 

0.939278 

0.92135 

0.944194 

0.017928 

-0.004916 

15 

0.969197 

0.96145 

0.974085 

0.007747 

-0.004888 

16 

0.985558 

0.983053 

0.989222 

0.002506 

-0.003663 

17 

0.993739 

0.993336 

0.995995 

0.000403 

-0.002255 

18 

0.997489 

0.997661 

0.998673 

-0.000172 

-0.001184 

19 

0.999068 

0.999269 

0.999609 

-0.000201 

-0.00054 

20 

0.999679 

0.999797 

0.999897 

-0.000117 

-0.000217 

21 

0.999898 

0.99995 

0.999976 

-0.000051 

-0.000078 

22 

0.99997 

0.999989 

0.999995 

-0.000019 

-0.000025 

23 

0.999992 

0.999998 

0.999999 

-0.000006 

-0.000007 

24 

0.999998 

1.0 

1.0 

-0.000001 

-0.000001 

25 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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p = 0.5 , np = 25 , 7bo(0.5) = 0.113137 . 


k 

F 


■ty* 

F - ' V 

F- V 

8 

0.000001 

0.000001 

0.000002 

0 

0 

9 

0.000003 

0.000003 

0.000006 

;oam 

-0.000003 

10 

0.000012 

0.000011 

0.000021 

ima 


11 

0.000045 

0.000038 

0.000067 

0.000008 

-0.000022 

12 

0.000153 

0.000118 

0.000203 

0.000035 

-0.00005 

13 

0.000468 

0.000344 

0.000572 

0.000124 

-0.000103 

14 

0.001301 

0.000931 

0.00149 

0.00037 

-0.000188 

15 

0.0033 

0.002339 

0.003605 

0.000961 

-0.000304 

16 

0.007673 

0.005455 

0.008105 

0.002219 

-0.000431 

17 

0.01642 

0.011826 

0.016947 


ElKlililWfll 

18 

0.032454 

0.023857 

0.032996 

0.008597 

-0.000541 

19 

0.05946 

0.044843 

0.059897 

0.014617 

-0.000437 

20 

0.101319 

0.07865 

0.101546 


-0.000226 

21 

0.161118 

0.12895 

0.161099 

0.032169 

0.000019 

22 

0.239944 

0.198072 

0.23975 

0.041872 

0.000194 

23 

0.335906 

0.285804 

0.335687 

0.050102 

0.000219 

24 

0.443862 

0.388649 

0.443769 


fjEEEEEZH 

25 

0.556138 

0.5 

0.556231 


i HilfiïiTiiil&l 

26 

0.664094 

0.611351 

0.664313 

0.052743 

BIIlliliWUI 

27 

0.760056 

0.714196 

0.76025 

0.04586 

-0.000193 

28 

0.838882 

0.801928 

0.838901 

0.036954 

-0.000018 

29 

0.898681 

0.87105 

0.898454 

0.02763 

0.000227 

30 

0.94054 

0.92135 

0.940103 

0.019189 

0.000437 

31 

0.967546 

0.955157 

0.967004 

0.012389 

0.000542 

32 

0.98358 

0.976143 

0.983053 

0.007438 

0.000528 

33 

0.992327 

0.988174 

0.991895 


0.000431 

34 

0.9967 

0.994545 

0.996395 

BJQï i: 

0.000305 

35 

0.998699 

0.997661 

0.99851 

0.001038 

0.000189 

36 

0.999532 

0.999069 

0.999428 

0.000463 

0.000103 

37 

0.999847 

0.999656 

0.999797 


0.000051 

38 

0.999955 

0.999882 

0.999933 

0.000073 

0.000022 

39 

0.999988 

0.999962 

0.999979 

0.000026 

0.000009 

40 

0.999997 

0.999989 

0.999994 

0.000008 

0.000003 

41 

0.999999 

0.999997 

0.999998 

0.000002 

0.000001 

42 

1.0 

0.999999 

1.0 

msm\ 

^1 

43 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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n = 100 


p = 0.2 , np = 20 , 7ioo(0.2) = 0.136 . 


1 k 

F 



F- V 

F- tr 

0 

0 

0 

0.000001 

0 0 

1 

0 

0.000001 

0.000002 

-0.000001 

-0.000001 

2 

0 

0.000003 

0.000006 

-0.000003 

-0.000006 

3 

0.000001 

0.000011 

0.000019 

-0.00001 

-0.000017 

4 

0.000004 

0.000032 

0.000053 

-0.000027 

-0.000049 

5 

0.000019 

0.000088 

0.000144 

-0.000069 

-0.000125 

6 

0.000078 

0.000233 

0.000369 

-0.000154 

-0.000291 

7 

0.000277 

0.000577 

0.000889 

-0.0003 

-0.000612 

8 

0.000855 

0.00135 

0.00202 

-0.000494 

-0.001164 

9 

0.002334 

0.00298 

0.004332 

-0.000646 

-0.001998 

10 

0.005696 

0.00621 

0.008774 

-0.000513 

-0.003078 

11 

0.012575 

0.012224 

0.016793 

0.00035 

-0.004218 

12 

0.025329 

0.02275 

0.030396 

0.002579 

-0.005067 

13 

0.046912 

0.040059 

0.052081 

0.006853 

-0.005169 

14 

0.080444 

0.066807 

0.084566 

0.013637 

-0.004122 

15 

0.128506 

0.10565 

0.130295 

0.022856 

-0.001789 

16 

0.192338 

0.158655 

0.190787 

0.033682 

0.001551 

17 

0.271189 

0.226627 

0.265986 

0.044562 

0.005203 

18 

0.362087 

0.308538 

0.35383 

0.05355 

0.008257 

19 

0.460161 

0.401294 

0.450262 

0.058868 

0.0099 

20 

0.559462 

0.5 

0.549738 

0.059462 

0.009723 

21 

0.654033 

0.598706 

0.64617 

0.055327 

0.007863 

22 

0.738933 

0.691462 

0.734014 

0.04747 

0.004918 

23 

0.810913 

0.773373 

0.809213 

0.03754 

0.0017 

24 

0.868647 

0.841345 

0.869705 

0.027302 

-0.001058 

25 

0.912525 

0.89435 

0.915434 

0.018174 

-0.002909 

26 

0.944167 

0.933193 

0.947919 

0.010974 

-0.003751 

27 

0.965848 

0.959941 

0.969604 

0.005908 

-0.003755 

28 

0.97998 

0.97725 

0.983207 

0.00273 

-0.003226 

29 

0.988751 

0.987776 

0.991226 

0.000975 

-0.002474 

30 

0.993941 

0.99379 

0.995668 

0.00015 

-0.001726 

31 

0.99687 

0.99702 

0.99798 

-0.000149 

-0.001109 

32 

0.99845 

0.99865 

0.999111 

-0.0002 

-0.000661 

33 

0.999263 

0.999423 

0.999631 

-0.000159 

-0.000367 

34 

0.999664 

0.999767 

0.999856 

-0.000103 

-0.000191 

35 

0.999853 

0.999912 

0.999947 

-0.000058 

-0.000093 

36 

0.999938 

0.999968 

0.999981 

-0.00003 

-0.000043 

37 

0.999975 

0.999989 

0.999994 

-0.000014 

-0.000018 

38 

0.99999 

0.999997 

0.999998 

-0.000006 

-0.000007 

39 

0.999996 

0.999999 

0.999999 

-0.000002 

-0.000003 

40 

0.999999 

1.0 

1.0 

-0.000001 

-0.000001 

41 

1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 
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p = 0.5 , np— 50 , 7 ioo ( 0 . 5 ) = 0.08 


m 


4» 

VJ,* 

F — V 

F-V 

26 

0.000001 

0.000001 

0.000001 

0 

0 

27 

llflfE 

0.000002 

\msm 

IK9HÜ 

- 0.000001 

28 

II H 

\wsm 

0.000009 

0.000001 

IBiIiIiIiliIiVl 

29 

0.000016 

0.000013 

0.000021 

0.000003 

ib.i 

30 

0.000039 

0.000032 

0.000048 

0.000008 

IBiMlXÜil 

31 

0.000092 

0.000072 

0.000108 

0.000019 

itaiWiiiUHii 

32 

0.000204 

0.000159 

0.000233 

0.000045 


33 

0.000437 

0.000337 

0.000483 

0.0001 

1 - 0.000046 1 

34 

lüEM 

hhiiiiiii:h 




35 

limai 

0.00135 

0.001866 

lïlTiTiTtëfiïïl 

- 0.000106 

36 

0.003319 


inronya 

0.000763 


37 


MnnErifiH 


0.001355 

i'‘=v& : ÙlÜÎl 

38 



0.010724 

0.002292 

- 0.000234 

39 

\wurn 


0.017864 

0.003697 


40 

0.028444 

0.02275 

0.028717 


m, MM 

41 


0.03593 

0.044565 

0.008383 


42 

0.066605 

0.054799 



«TiM 

43 

0.096674 

0.080757 

0.0968 

0.015917 

BifÆTiIWii 

44 

0.135627 

0.11507 

0.135666 


EiIiMiIMl 

Eü 

0.184101 

0.158655 

0.18406 

0.025446 

0.000041 

46 

0.242059 

0.211855 

0.241964 

0.030204 

0.000096 

47 

0.30865 



0.034397 

0.000112 

48 

0.382177 

0.344578 

0.382089 

0.037598 

0.000088 

49 

0.460205 

0.42074 

0.460172 

0.039465 

0.000033 

50 

0.539795 

0.5 

0.539828 

0.039795 


51 

0.617823 

0.57926 

0.617911 

0.038564 


52 

0.69135 

0.655422 

mam 

0.035929 

- 0.000112 

El 

0.757941 





d 

0.815899 


0.81594 

0.027755 

mezzw 

55 

0.864373 




0.00004 

56 

0.903326 

0.88493 



0.000127 

57 

0.933395 

0.919243 

0.933193 

0.014151 

0.000202 

58 

0.955687 

0.945201 

0.955435 

0.010486 

0.000252 

Bi£l 




0.007486 

0.000273 



0.97725 



fiï>TiTiVTîg»ll; 

61 

0.989511 



lîBESHEl 


62 

0.993984 



0.002181 

ESIHfll 

63 

0.996681 



0.001343 

0.000148 

64 

0.998241 

0.997445 

0.998134 

0.000796 

0.000107 

65 

mzm 

0.99865 

0.999032 

0.000455 

0.000073 

66 

0.999563 

0.999313 


0.00025 

0.000047 

67 

0.999796 

0.999663 


0.000133 

0.000028 

68 

Eni 

mma\ 

IM 

KHI 

mmmi 

69 

0.999961 

0.999928 

0.999952 

0.000033 

0.000009 

70 

0.999984 

0.999968 

0.999979 

0.000016 

0.000005 

71 

0.999994 

0.999987 

0.999991 

0.000007 

0.000002 

72 

0.999998 

0.999995 

0.999997 

msm\ 

ma 

73 

0.999999 

0.999998 

0.999999 

0.000001 

0 

74 1 

1.0 

0.999999 

EEHHI 

MMSM 

0 

75 

1.0 

1.0 

\ smm \ 

0 

0 
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Fig. 8.3: £(50,0.2) : points {t k , F(t k ) (0 
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Fig- 8.4: £(100,0.2) : points (t k ,F(t k ) (0 ^ k ^ 100), V, (pointillé) 
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CHAPITRE 8. PROBABILITES. 


8.7.5 Application à la loi de Poisson. 

Théorème 8. 12. Pour tout X > 0 soit X\ une v.a. qui suit une loi de Poisson 
V(X), et X\ = la v.a. centrée réduite. Alors 

Jim P{X x < i) = W(t) Vt G R . (8.104) 

>—► + 00 


On notera encore sim 


plement X\ => A^(0, 1) quand X —> +oo. 


Démonstration. 

Supposons d’abord que X -+ +oo en étant de la forme X = n'y, n G N, n -> +oo, 
avec 7 > 0 fixé. Pour tout n, il existe des v.a. indépendantes Vi,--- , Y n suivant 
chacune la loi V{~y). Alors d’après l’exercice 8.14, S n = Yi + • • * + Y n suit la loi 
'P{pry)- On peut donc supposer que X n ^ = S n pour tout n. On a alors directement 
d’après le Théorème central limite X n ^ = S n =£■ A(0, 1) quand n — y +oc. (8.104) 
est donc démontrée dans le cas où X = nj. 

Notons que (8.104) s’écrit pour t G R fixé 


lim a\ = 'J'(t) (8.105) 

A-v+oo 


où l’on a posé pour tout x ^ 0 

- = ■- E 

0 ^.k^x+t^/x 


(8.106) 


Dans le cas général, soit donc e > 0, et montrons que pour tout t 6 K fixé, il 
existe Aj > 0 tel que 


\ax-V(t)\<e VA^Aj. (8.107) 

Soit t 6 K fixé. Il existe a (0 < a < 1) tel que a(l + V&(i)) + et 2 < e, et 7 > 0 tel 
que e 1 < 1 + a et e > 1 — a, i.e. 

0 < 7 < inf (Log (1 + a) , |Log (1 - a)|) 

Pour tout A > 0, soit n\ la partie entière de K On a 

n\ 7 < A < (n> + 1 ) 7 . (8.108) 

Notons maintenant que la fonction x h+ x + ty/x est croissante et positive sur [0, +oo[ 
si t ^ 0. Si t < 0 , la dérivée de cette fonction s’annule pour x = et la fonction 
est croissante sur [^-, +oo[, positive sur [/ 2 , +oo[. La fonction 

_ x k 

x ++ e x a x = 2 ^ ^7 (8.109) 

O^k^x+t^/x 

est donc croissante sur [0, +oo[ si t ^ 0 et sur [t, 2 , +oc[ si t < 0. Dans les deux cas elle 
est croissante sur [i 2 , +oo[. Nous supposerons donc A ^ Ao 
où A 0 = t 2 + 7 . Cette condition assure en effet que ^ ^ l — + 1, donc ^ ^ 
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et n >7 ^ t 2 . Pour tout A ^ A 0 la croissance de la fonction (8.109) sur [i 2 , +oo[ et 
l’inégalité (8.108) donnent donc 

e nx 1 , ûn x7 ^ eV ^ e (*x+')y û(nx+1)7 . 

Comme X = n >7 + r (0 ^ r < 7 ), il vient par simplification par e n * 7 

fl n x7 ^ e ^ F 1 ®(n x + l ) 7 


i.e. 


e fl n x7 ^ ^ e 1 ) 'y* 

Il vient enfin puisque e -7 < e~ r $$ 1 


,—7 




^ a> ^ e 7 «(nx+ij-r 


O 11 a alors 


(1 - a) a „ A7 < a x < (1 + a) a ( „ x+ 1)7 . ( 8 . 110 ) 

Or d’après le premier cas traité, 


lim û n ~ — \M) . 

Il existe donc no tel que 

^(t) - a < dm < ty(t) + a Vn^n 0 . 

Quand X -4 + 00 , n> -4 +00 donc il existe Ai ^ A 0 tel que n* n 0 V A ^ Ai. Alors 
'£(£) — a < a nx7 et fl( n> +i )7 < ^(Q + a VA ^ Ai . On obtient donc d’après (8.110) 

(1 - cr)(^(Q - a) < a x < (1 + a)(®(*) + a) VA ^ Aj . 

D’où 


— a(l + y(t)) + a 2 < ax- $( t ) < a(l + $(/)) + a 2 VA ^ A, . 

(8.107) en résulte par définition de a car — a(l + W(i)) — a 2 < — a(l + \P(Q) + a 2 . □ 

Pour A G R grand, on peut donc approcher 'P(A) par Af(A, \/Â). Une règle 
empirique est que l’approximation est acceptable si 

A $: 6 . (8.111) 


8.8 Appendice 1. 

Nous donnons dans cet appendice une démonstration directe de l’approximation 
normale de la loi binomiale. 

5„ désigne une v.a. suivant la loi binomiale B(n,p) (0 < p < 1), S n = 

est la v.a. centrée réduite, et F n , F n sont les fonctions de répartition de S n , S n 
respectivement. 
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Lemme 8. 12. Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) La suite (F n ) ne n converge simplement vers 'P sur R. 

(ii) La suite (F n ) ne n converge uniformément vers sur R. 

(iü) su Pûi/3eR , û</3 K(fl) ~ K{a) - (*(/?) - *(«))| -* 0 quand n -4 +oo. 

(iv) Pour tous a, fl £ R, a < (3, on a 

^K(fl) - F n (a) - ($(/?) - M'(a)) -» O quand n ->■ +oo . 
Démonstration. 

(i) => (ii). Résulte directement du Théorème 8.9. 

(ii) => (iii). Soit e > 0. Il existe n 0 tel que sup x€ R |F„(:c) — ^(z)! < £ Vn ^ n Q . Alors 
pour tous o, fl G R, a < /?, et tout n ^ no 

Km - Km - (*(/?) - ®(o))| « \Km - wot| + |Km - *m| < & . 

(iii) =$■ (iv). Trivial. 

(iv) => (i). Soit fl € R et e > 0. Comme 

1 r T 

lim 


— / 
/2Ü J-t 


_«! , 

e 2 dt 


1 /‘ +0 ° «i , 

= — = / c 2 = 1, 

\j2sn J —oo 


< e V n ^ n 0 . 


HlU . 

T— >+oo y/2lï 

il existe T > 0 tel que -T < fl et V(T) - V(-T) > 1 - e. 

D’après (iv), il existe n 0 tel que 

K(T) - K(-T) - (tf (T) - tf(-T)) 

Mais alors ?Ü(T) - F n (-T) ^ 1 - 2e Vn ^ n 0 donc 

K(-T) < 2e + K(T) - 1 ^ 2e Vn^n 0 . 

D’autre part, toujours d’après (iv), il existe n t tel que 

X{0)-K(-T)-(*(P)-*(-T)) |<e Vn^n, 

On a alors pour n ^ sup(n 0 ,ni) : 

£(/?) ~ ®(/?)| < K(/5) - F»(-T) - (¥(/?)-tf(-T))| 

+ 5(-T) + »(-r) < 4e 

puisque \P(— T) ^ ’î'(T) — 1 + e < e. 
e > 0 étant arbitraire, linin^+oo F n (/?) = ^(/?). 

Lemme 8. 13. Soient a, fl £ R, a < fl, et 

E n (a,fl) = {k€ {0, --- , n}; 4 €]«,/?]} 


ou 


Alors 


t,= -. Æ Vfce{0,-",n}. 
y/npq 


sup 

k£E n (a,P) 


C k nP k q n ~ k 


- 1 


i --i 

= e 2 


y/Trfnpq 


— > 0 quand n — »• +oo . 


( 8 . 112 ) 


(8.113) 


(8.114) 
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Démonstration. 

• D’abord il existe n 0 tel que k ^ 0,n V k Ç £„(«,/?), Vn ^ tiq. En effet, pour 
k = 0 et k = n (8.113) donne respectivement t a = — et t n = On a 

t 0 -» — oo et t n +oo quand n -» +oo, donc il existe n 0 tel que pour tout n ^ n 0 
on ait t 0 ^]«,/?] et t n £]a,/3], i. c. 0,n ^ E n (a,p). 

• La formule de Stirling s’écrit : 


n! = V2i rn ^ (1 -f £i(n)) 

Elle donne pour n ^ no et k Ç E n (a,P) 


lim £i(n) = 0 . 

n-»+oo 


p v {1+e ’ {nM (8115) 


ou 


ù i — n — k et 


1 + e 2 (n,k) = 


1 + £i(n) 


(l + £l (*))(! + £l (^)) • 


• Maintenant 


sup |£ 2 (n, fc)| -* 0 quand n -¥ +oo . 

keE n (a,0) 


(8.116) 


En effet, la fonction ( x,y,z ) étant continue en (0,0,0), pour tout e > 0 

il existe i] > 0 tel que pour |x|,|î/|,|z| < 77 , 

£i(n) < 7 ? Vn ^ ni . Pour tout k G E n (a,ft), on a 


l-fx 1 

0+v)(i+d 1 


< £. Soit 7i] tel que 


np + oty/npq < k ^ np + fiyjnpq et nq — fiyjnpq ^ i < nq — a^/npq. 


Comme np + a^/npq — » +00 et nq — fiy/npq +oc quand n — »• +cc, on en déduit 
qu’il existe n 2 tel que 


k,(.^ni Vfc G E n (a,ft) Vn n 2 . 


On a alors 


sup |£i(&)| < H et sup |£i(^)| < q Vn ^ n 2 


kÇE„(a,P) 


k£E n (a,p) 


et donc 


sup |£ 2 (n,fc)| < £ Vn ^ sup(n 0 ,n 2 ) . 
keE n (a,P ) 

Ensuite considérons pour n ^ t?o et k G E n (a,f3) 


*(n,k) = p y = J_ (!£)*** . 

y/2nk (*) v/2^Z (f) y/2nnpq \ k) \ l ) 


(8.117) 
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(8.113) donne ± = 1 + t k y/% et £ = 1 - t ky J^. On en déduit : 

Log (y/2irnpq tt (n, A:)) = + 2 ) L ° g ~k + (? + 2/ Ij ° g ~l 

= -(*+!)Log(l + tkyj^) 

Log(l-i fcl 
= ~ (np + ^ L °g 

- (nq - t ky /npq + 5 ) Log (l - t k) J^j 



Or 


sup |ifc| < T = sup(|a|, \p\) - 

keE n (a,(3 ) 


(8.118) 


Le développement limité Log(l + u) = u — + ( p{ u ) 0,1 T es l une fonction qui est 

un 0 (u 3 ) quand u -4 0 , Le. ^ est bornée au voisinage de 0 , donne 

Log (y/2impq 7r (n, k)ÿ = 




qui s’écrit 


- (»« - hs/ïm + 5 ) + ^ 

Log (^/2'nnpq tt ( n,k)J = —y + tp(n y k) 


(8.119) 


avec 


V>(n,fc) = --f fc 







-P 



( 8 . 120 ) 


np + tky/npq + 

- (nq - t ky /ïïpq + ^V {^ tk }f~) ' 

Comme q> est un 0(u 3 ) quand u — > 0, il existe c > 0 et M >0 tels que 
|v?(ti)| ^ M M 3 Vu , 0 < M < c . Il existe n 3 tel que sup {j' yjl£) < c 
pour n ^ n 3 . On a donc pour tout n ^ sup(n 0 ,n 3 ) d’après (8.118) : 

, , (8-121) 
, MT 3 (j) “ 


sup y? 

fc6E„(c,/3) 


(h, fT 

V V n 9 


£ 


ny/n 

et sup |y> I —tk 


kÇE„(a,t3) 





Uy/n 
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L’examen des divers termes de (8.120) compte tenu de (8.118) et (8.121) montre 
alors qu’il existe une constante K, dépendant seulement de M, T, p, q, telle que 


TS 

sup |V>(n,fc)| ^ —= Vn > sup(n 0 ,n 3 ). 
fc€E n (a,/ 3 ) v n 


(8.122) 


Maintenant (8.119) s’écrit 


7r (n,A; ) = -4J=e^) = 


e 2 


(1 +£3(n,fc)) 


(8.123) 


y/2irnpq y/'ZiTnpq 

avec £ 3 (n, A;) = e^"’^ — 1 . Par continuité de l’application x i-> e x en x = 0, (8.122) 


prouve que 


sup |£ 3 (n,A:)| — > 0 quand n — > +oo . 

k<E:E n (ct,P) 


(8.124) 


• D’après (8.115) et (8.123), 

Cn P k( T~ k = 7 r ( n i k) {l+e 2 {n,k)) 


e-'i 


y/2-nnpq 
e 2 

y/2nnpq 


(1 + £ 2 (n,A;))(l + £ 3 (n, k)) 
(1 + £ 4 ( 71 , k)) 


avec e^(n,k) = £ 2 (n, A:) + e 3 (n,k) + £ 2 (n, A;)£ 3 (n, A;). Alors (8.114) résulte immédia- 
tement de (8.116), (8.124). □ 


Lemme 8. 14. Soit f une fonction réelle continue sur l’intervalle fermé (a, fi) 
(a,/? € K, a < P). Pour tout v G N* soit = a < t\ <•••< rf = P une 
subdivision de [a, P\ telle que sup, \Tf +1 — rf\ — > 0 quand 1 / — »• + 00 . Enfin, pour tout 
u et tout i (0 ^ i ^ u — 1), soit Ç? G [rf, Tf +i ]. Alors 



v-\ 


lim 

> + OD 



om)- 


(8.125) 


Démonstration. 

Soit £ > 0. Comme / est continue sur l’intervalle compact [a,/?], elle est unifor- 
mément continue, donc il existe q > 0 tel que |/(tf) — f(s ) | < e V t,s ,\t — s\ < q . 
Or il existe i/q tel que sup i |r t ^.j — rf\ < q W ^ uq . On a alors pour tout v ^ isq 


E« + ,-o/(ff)- f/mt 

x= 0 Ja 

= 

r»x 

E / (. mn-m)dt 

t '=0 ^ T . 1 ' 



e r i/(o -/(01 ^ 

>=0 A'' 


<e E( r <+ 1 -rf)=e( b ~a). 
«=o 


D’où le résultat puisque e > 0 est arbitraire. 


□ 


Lemme 8. 15. Soient a, P G E, a < p. 

P < S n < p^ = F n (P) — F n (a) — > *I?(P) — tf(a) quand n — » -j-oo . (8.126) 
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Démonstration. 

Soit e > 0. D’après le Lemme 8.13 (formule (8.114)), il existe n 0 tel que pour 
tout n ^ n 0 et tout k € E n {a,p ) (E ri (a,p) est défini par (8.112)), 


c„‘pV-‘- 


1 


y/2nnpq 


e 2 


^ e 


1 


\J‘hrnpq 


_îl 

e a 


On a alors pour n ^ no : 


p(a<S„</3)- £ 

kçE^a.p) 


■/2nnpq 


e 2 


e 


i ^ _îi 


y/2irnpq 


Y, ■ (8-127) 


k£E n (a,p) 


Or E n (ex,P) est un intervalle de N de la forme [fc a (n), k p (n)]. 
Si Ikf)(n) < P-, on introduit la subdivision de [a, P] 


Tn = 


— a < T, — tk a (n) < — ^k a (i)+l < ' ' ' < ‘ T i/—l P 


avec fc a (n) + i/ — 2 = fcp(n), i.e. i/ = fcp(n) - /c Q (™) + 2, et l’on pose 
£o = ^M n )>£> = ^fc Q (n)+l> ‘ ' ' >£j/-2 = ^kp(n)it v-\ ~ P- 
Si t kp(n) — P, on introduit la subdivision de [ex, P] 

Tq = a< = t ka ( n ) < T% = t ko ( n)+l <•••<<= <*,(„) = P 

avec k a (n) + v - 1 = k p (n), i.e. v = k p (n) - k a (n) + 1, et l’on pose 

£o = tk a (n)i£ 1 = ffc a (n)+l’"‘‘ >£l/— 1 — ^ k p( n )‘ 

Alors 


E 


1 


.2 ( f V)2 


yJ2irnpq 


k£E n ( a ,p) v '*”* i = o 

tend vers 0 quand n -> +oo puisque ces 2 sommes différent pour tout n d’au plus 
deux termes qui tendent vers 0. Or d’après le lemme 8.14 


"zi («n 2 i rP ,2 

jfa.E (’*»-’?)«■ 2 c ~‘ dt 


donc 


V 1 c -g = 1 f p c - 1 

rri ^ y/Tirnpq 6 yfïP Je 


n-l+c» J2ienpq 

k£E n (a,p ) V 1 1 


‘i dt 


(8.128) 


On déduit d’abord de (8.128) qu’il existe n, tel que pour tout n ^ rii 


E 


1 


y/2irnpq 


e~* < 


keEn{a,P) 

Par report dans (8.127), il vient 


y/2n 


fP ,2 2 /■ +0 ° 

= / e 2 dt < : / 

! 7 T V 27 T 7 _oo 


e 2 dt = 2 . 


/> (a < S„ < /?) - ^ 


1 


fce/?n(a,/ 3 ) 


y/2ienpq 


e 2 


^ 2e Vn ^ sup(no, ni) 
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Comme e > 0 est arbitraire, cela dorme 

keE n (a,p ) 

Il résulte alors de (8.128) que 




y/2n npq 


e 2 -> 0 quand n +co (8.129) 


lim p(a<S n ^fj) = ~^= f e-Tdt (8.130) 

n-y+oa \ / a/27T J a 

qui est l’équation (8.126). 1=1 

Théorème 8. 13 (de Moivre-Laplace). Soit S n une v.a. suivant la loi binomiale 
t3(n,p) et S n = v -° • centrée réduite. Alors 

S n => Jf( 0, 1) quand n -A +oo. 

Démonstration. 

Résulte trivialement des lemmes 8.12 et 8.15. n 


8.9 Appendice 2. 

8.9.1 Démonstration du Théorème 8.3. 

Par définition d’une partition, on a A ^ 0. 

Pour A G A, posons = Z^gi* u i ■ Montrons d’abord que Zig/ u; < Zaga s >- 
Soit F une partie finie de / et G = {A G A ; F D I\ ^ 0}. Il est clair que G est fini. 
Alors 

22 Ui = J2 Ui^^sx ^E%a- 

«ef \ec teFn/> aeg aea 

Comme F est une partie finie arbitraire de I, il vient Zig/ ^ Zaea s >- 

Montrons maintenant que Zaea ^ Ztgf S’il existe A 6 A tel que s\ = +oo, 
alors pour tout A > 0, il existe une partie finie G a de /a telle que ZigG* > A. 
Le nombre A > 0 étant arbitraire, on a alors Z, g/ u i — +°°> de sorte que l’inégalité 
ZaeA ^ ZigJ Ui est trivialement vérifié. On peut donc supposer que s\ < +oo 
quel que soit A € A. Soit G une partie finie ^ 0 de A et considérons ZagC 5 *- P° ur 
tout e > 0 et tout A £ G, il existe une partie finie F\ fi de [\ telle que 

Soit F e = U A€G Fx, e . C’est une partie finie de f, et l’on a 

E“> = EE u ^E sa_£ > 

içF e AgG’i’G^a,. Ag G 

donc 

Ui ^ 22 s\ e . 
ier ag a 

Comme e > 0 est arbitraire, il vient 

22 Ui > 22 sx - 

içi Ag g 


G étant une partie finie ± 0 arbitraire de A, on a donc Zaga 5 * ^ Zig/ M *'- 


□ 
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8.9.2 Démonstration de la Proposition 8.2. 

Supposons la famille sommable de somme S. Soit e > 0 arbitraire, et F 0 une 
partie finie de I telle que (8.54) soit vérifiée pour toute partie finie F C / contenant 
F 0 . Alors, pour toute partie finie F C /, on aura 

^ u i < $ + € 

ieF ieFuFo 

d’après (8.54) appliqué à F U F 0 . On en déduit que 

sup Ui ^ S + e. 

FCI Ttr 

Ffini 

La somme (8.52) est donc finie. De plus 

sup y Ui ^ y U{ > S — e , 

Fc/ 

Ffini 


donc 


5 - fi E 

1 Q1 iÇF 
Ffini 


Ui 


^ e. 


Comme e est arbitraire, 


S = sup Ui . 


FCI 

Ffini 


içF 


Réciproquement, supposons la somme (8.52) finie et désignons la par S. Par 
définition de S, pour toute partie finie F C /, on a 

y ^ Uj ^ s . 

ieF 

Soit e > 0. Par définition de S, il existe une partie finie F 0 C / telle que 

S — e < ^ Ui ^ S . 
ieF 0 

Pour toute partie finie F C I contenant F 0 , on aura alors 

S — e < ^ U{ ^ ^ Ui ^S. 

*'eF 0 ieF 


Ainsi F 0 est une partie finie de I telle que (8.54) soit vérifiée pour toute partie finie 
Fc/ contenant F 0 . e > 0 étant arbitraire, cela signifie que la famille est sommable 
de somme S. □ 
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8.9.3 Démonstration du Théorème 8.4. 

Condition nécessaire. Supposons la famille sommable de somme S. En prenant 
e = 1 dans la définition 8.22, il existe une partie finie F 0 C / telle que pour toute 
partie finie F C I contenant F 0 on ait 


«eF 


Ui 


< 1. 


Soit maintenant F une partie finie quelconque de I. On a 


s- J2 Ui 

ieFuFo 


< 1. 


(8.131) 


D’autre part 


donc 


E Ui -J2 u >= L «*• 

.'6FuF 0 i6F j'6F 0 \F 


iÇFuFo i€F 


On déduit de (8.131) et (8.132) que 


s-E“< 

•6F 


< l U *l ^ S l M * l 

ieF 0 \F îeF 0 


< 1 + NI» 

i€F 0 


(8.132) 


et donc 



A 


(8.133) 


avec 

A = |S| + 1 + E Kl • 

i6F 0 

F étant une partie finie quelconque, l’ensemble des sommes finies est donc borné 
par A : 


sup 

Fc/ 

Ffini 





Nous allons montrer que cela implique 


sup Y' |u,-| ^ 2A, 

Fc/ Éf 

Ffini 


et donc que la famille est absolument sommable. 

Soit F une partie finie quelconque de I. Introduisons 


F+ = {i € F; m > 0} , F- = {i € F; u, < 0} . 


(8.134) 


(8.135) 
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Comme F + et F_ sont des parties finies de /, on a d’après (8.134) 


u, ^ a , 

£ u > 

i6F+ 

i£F- 


Or le signe de u; est fixe sur chacune des deux parties F + et F_ . Donc cela s’écrit 
encore 

J2 n ^ n ^ A - 

*'€F+ ieF- 

Par addition, on obtient (8.135): 


£ M<2A. 


Condition suffisante. Supposons la famille absolument sommable. Posons pour tout 
réel x 

x + = sup(x,0) , x~ = sup (— x,0) . 

Alors 

x = x + — x~ , |x| = x + + x~ . 

On a 0 ^ uf ^ |u,- 1 Vi € /, Donc 

sup } uf ^ sup } lu J . 

L's— T L's— T * J 


FcI 7 Tf 




sup } |u,-| < +oo 

r'r- r * ^ 




puisque la famille (ïq), 6 / est absolument sommable. Donc 

sup y uf < +oo . 

TtF 


La famille ( uf ) a - e / est donc sommable. De même, on obtiendrait que la famille (u~ ),g/ 
est sommable. Or la famille (u,),g/ est la famille différence des deux familles (uf ),g/ 
et (u~)iç[. Elle est donc aussi sommable. 

Inégalité (8.56). Soit S = u » somme de la famille sommable. Soit e > 0. Il 
existe une partie finie F 0 C / telle que pour toute partie finie F C / contenant F 0 
on ait 

S — ^ Ui < £ ■ 

ieF 

Cela implique 

\ s \ - Ui <e 

*eF 
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donc 

i^i < e + e ^ E i w *i + e ^ E i u< i + e • 

»g F *eF t&i 

e étant arbitraire, 

|5| =s E ki • 

iÇl 

□ 

8.9.4 Démonstration du Théorème 8.5. 

Pour tout A G A, la famille (uj)tgi x est une sous-famille de la famille sommable 
(wi)ig/, donc elle est sommable. Soit s\ sa somme. On a 

I s a| ^ X>l 
ieh 

donc 

E i 5A i ^ E E i u, 'i = E i u *i < +°° 

AgA AgA tg/ x igt 

d’après le théorème d’associativité pour les familles sommables à termes ^ 0 (Th. 
8.3). La famille (sA)AgA est donc sommable. Soit T sa somme. 

Nous allons maintenant montrer que T est égal à la somme S de la famille (uj)ig/. 
Soit e > 0. Il existe une partie finie F 0 C / telle que pour toute partie finie F C / 
contenant F 0 on ait 

5— E«< < e (8.136) 

tgF 

Il existe de même une partie finie C?o C A telle que pour toute partie finie G C A 
contenant Go on ait 

T~E 5 a < £ ■ (8-137) 

AgG 

On peut supposer Go 7 ^ 0 - 
Soit 

G = Go U {A G A ; F 0 O h ± 0}. 

G est une partie finie de A et G 0 C G. Plie vérifie donc (8.137). De plus, notons que 

fo = U (Fo n h). (8.138) 

AgG 

En effet, on a trivialement |J >eG (G) O I\) C Fo- Mais 

F 0 = F 0 n / = F 0 n (J /A=(J( F ° n/A ) = U (F 0 n /a) c \J(F 0 nr x ). 

AgA AgA AgA,F 0 n/x^<3 AgG 
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Maintenant, pour tout A € (7, il existe une partie finie Fx, e 
toute partie finie H C I\ contenant F\ i£ on ait 

de I\ telle que pour 



(8.139) 

Si l’on pose pour A £ G 

H\, t = F\ te U (F 0 0 Ix) C h , 


Hx,e est une partie finie de /* qui contient F\, e - Donc elle vérifie aussi (8.139). On 
en déduit que 


Y s * - Y Y u * < £ 

A gG A gGig// A , e 


Alors 

H. - U 

Age 


est une partie finie de I et 

Y Y ui = Y u * 

AgG *6 W« 


donc 




Y Sx - ^2 u « < £ ■ (8.140) 

A eG «g// e 

Or II £ contient (J AeC (F 0 fl />) qui d’après (8.138) est égal à F 0 . Elle vérifie donc 

S-^2u t < e . (8.141) 

ieHc 

Par comparaison de (8.141) et (8.140), il vient 

S — ^2 s a < 2e . 
a gG 

Mais G vérifie (8.137), donc finalement 

|F - T\ < 3e . 

Comme e est arbitraire, on en déduit que S = T. □ 

8.10 Exercices. 

Exercice 8.1. 

Soit il un ensemble. Un ensemble de parties A C ^3{iî) est appelé une 
X-classe (la lettre A vient de l’anglais ” lattice”) si elle a les 3 propriétés suivantes: 
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(a) fi € A; 

(b) A \ B G A pour tous A, # G A tels que B C A; 

(c) si Ai, A 2 , • • • , A„, • • • € A et A n C A n+i Vn € N*, on a US A n G A . 

(i) Soit G C ^P(fi) un ensemble de parties de fi. Montrer qu’il existe une plus 
petite A-classe (pour l’inclusion) contenant G. On la notera A(G). 

Dans toute la suite, on suppose que 6 a la propriété suivante: 

5,n5 2 e6 V5 i,5 2 €6. (8.142) 

(ii) Soit 

A 1 = {AGA(e); A05€A(6) V S G G}. 

Montrer que Aj = A(G). 

(iii) Soit 

A 2 = {/I € A(G) ; A fl T € A(G) VT€A(6)}. 

Montrer que A 2 = A(G). 

(jv) Montrer que A(G) est la cr-algèbre engendrée par G. 

Indication. 

(i) Raisonner comme au lemme 8.2 et montrer que l’intersection A = Hjg/ A, 
d’une famille non vide quelconque (A i) t - eI de A-classes A i C ^l(fi) est une A-classe. 
En déduire le résultat en considérant la A-classe intersection de la famille de toutes 
les A-classes A C ^P(fi) telles que G C A. Cette famille n’est pas vide puisqu’elle 
contient en particulier la A-classe ^3(fi). 

(ii) Vérifions que Aj est une A-classe. 

• axiome (a) : fi € Aj car fi G A(G) et fi fl S = S G A(G) V S G G. 

• axiome (b): Soient A, B £ Ai avec B (Z A. Comme A, B G A(©), on a aussi 
A \ B G A(G) d’après l’axiome (b) valable pour A(G). Ensuite, pour tout S G G, 
on a (A \ B) n S = (A D S) \ {B C S) G A(G) puisque AD S, B C) S G A(G). 

• axiome (c) : si A n G Ai et A„ C A n+ i Vn G N*, on a US A n G A(G), et pour tout 
S G G , (US A„) n S = US (-d» n S) G A(G) d’après l’axiome (c) valable pour 
A (5), puisque A„ n S G A(G) et A n H S C A n+1 C S Vn G N*. Donc US A n G A,. 
Ainsi Aj est une A-classe. Or d’après (8.142), G C Ai. Donc A(6) C Ai par définition 
de A(G). Mais Ai C A(G) aussi par définition, d’où l’égalité. 

(iii) Vérifions de même que A 2 est une A-classe. 

• axiome (a) : fi G A 2 car fi G A(G) et fi fl T = T G A(G) V T G A(G). 

• axiome (b) : Soient A,fi G A 2 avec B C A. Comme A, B G A(G), on a aussi 
A\B G A(G) d’après l’axiome (b) valable pour A(G). Ensuite, pour tout T G A(G), 
on a (A \ B) H T = (A O T) \ {B n T) G A(G) puisque A D T, B n T G A(G). 

• axiome (c) : si A n G A 2 et A n C A n+ i Vn G N*, on a on a US € A(G), et pour 
tout T G A(G) , (US A n ) O T = US (^» H T) G A(G) puisque A n O T G A(G) 
et An n T C A n+ i O T Vn G N*. Donc US A » € A 2 . 

Ainsi A 2 est une A-classe. 

Soit maintenant S G G. Par définition de Aj, STlA G A(G) V A G Ai. Or d’après 
(ii) , Ai = A(G). Donc S O A G A(G) V A G A(G). Cela signifie que S G A 2 . S G G 
étant arbitraire, 6 C A 2 . Mais A 2 C A(G) par définition, d’où l’égalité. 

(iv) Soit cr(6) la u-algèbre engendré par G. Toute cr-algèbre étant trivialement une 
A-classe, on a A(G) C cr(Ê>)- Pour montrer que A(G) = cr(G), il suffit donc, par 
définition de cr(G), de démontrer que A(G) est une cr-algèbre contenant G. 

• G C A(G) par définition de A(G). 
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• fl G A(6) puisque A(©) est une A-classe (axiome (a)). 

• A(G) est stable par passage au complémentaire: si A G A(G) on a en effet 
A c = Pi \ A G A(G) d’après l’axiome (b) pour la A-classe A(0). 

• Montrons que A(G) est stable par union dénombrable. D’abord A (G) est stable 
par intersection finie: si A, B € A(G), comme A(G) = A 2 , on a immédiatement 
An B G A(G) par définition de A 2 . Ensuite vérifions que A(G) est stable par union 
finie. Soient A , B G A(G). On a A U B = ( A c fl B c ) c . Or comme A(G) est stable 
par passage au complémentaire, A c , B c G A(G), donc A c O B c G A(G) par sta- 
bilité par l’intersection, et A U B G A(G) en utilisant à nouveau la stabilité par 
passage au complémentaire. Maintenant, soient A\, A 2 , ■ ■ ■ , A n , • • • G A(G) . On a 
Un^ = U avec B n = A\ U • • • U A n . Comme A(G) est stable par union finie, 
B n G A(G) Vn G N'. D’après l’axiome (c) pour la A-classe A(6), on a(J n B n G A(6), 
donC Un A n = Un € A(G). 

Ainsi A(G) est une cr-algèbre et par conséquent A(G) = <r(G). 

Exercice 8.2. 


Une colle est posée à 4 personnes. Elles doivent choisir une réponse parmi 3 
réponses données. Comme les personnes n’ont aucune connaissance sur le sujet, 
elles répondent au hasard. 

(i) Quelle est la probabilité p\ que les 4 personnes donnent la même réponse? 

(ii) Quelle est la probabilité p 2 que 2 réponses seulement apparaissent? 

(iii) Quelle est la probabilité p 3 que les 3 réponses soient formulées? 

Indication. 

(i) Numérotons les personnes de 1 à 4 et les réponses possibles de 1 à 3. L’en- 
semble fondamental est alors l’ensemble de tous les quadruplets u = (a: 1 ,i 2 ,x 3 , 2 : 4 ) 
avec Xi G {1,2,3} V*. On a |0| = 3 4 = 81. Puisque les 4 personnes répondent au 
hasard, il y a équi répartit ion sur El. pi = jL = -L k 0.04 . 

(ii) Soit A l’événement ”3 personnes donnent une réponse, et la personne restante 
donne une autre réponse” et B l’événement ”2 personnes donnent une réponse, et les 
2 personnes restantes donnent une autre réponse”. L’événement ”2 réponses seule- 
ment apparaissent” est A U B. On a |A| — C 4 • 3 • 2 = 24 (choix des 3 personnes 
qui donnent la même réponse x choix de leur réponse x choix de la réponse 
de la personne restante). Si l’on raisonne de même, pour B, on obtient : choix de 2 
personnes qui donnent la même réponse x choix de leur réponse x choix de la ré- 
ponse des 2 personnes restantes, mais dans ce cas il faut diviser par 2, car on compte 
2 fois chaque u) G B par ce procédé. D’où |#| = (C| • 3 • 2)/2 = 18. On pourrait 
aussi dire : choix de la personne qui donne la même réponse que la 1ère personne x 
choix de leur réponse x choix de la réponse des 2 personnes restantes. Cela donne 
\B\ = 3 • 3 • 2 = 18. Maintenant, comme A et B sont incompatibles, \A U B\ = 42. 

P2 = g = H*0.52. 

(ni) p 3 = 1 - (pi + p 2 ) = H ~ 0.44 . 

Exercice 8.3. 

On considère une assemblée de n personnes (n ^ 365). Quelle est la probabilité 
p qu’il y ait au moins deux personnes nées le même jour de l’année (on raisonne 
avec une année de 365 jours, et on suppose que le jour de naissance peut être un 
jour quelconque de l’année au hasard)? Que vaut p pour n = 23? Four n = 50? 

Indication. 


L’ensemble fondamental El est l’ensemble des n-uplets (aq, — ,x n ) avec 
X{ G {1, • • • , 365} V i , i.e. fl = {1, • • • , 365}". Par hypothèse, il y a équiprobabilité. 
Si A désigne l’événement ”les n personnes ont des jours de naissance deux-à-deux 
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distincts”, on a donc 

n/ 365 364 • • • (365 - (n - 1)) _ ^ 365 - (i - 1) 
~ 365 n Al 365 

1=1 


et p = 1 — P(A). p est une fonction croissante de n. Quelques valeurs: 


□ 


7 

9 

10 

14 

15 

20 



23 

24 

25 

n 

0.0-10 

0.056 

0.095 

0.117 

0.223 

0.253 

0.411 

0.444 

0.476 0.507 0.538 

0.569 


n 

30 

34 

35 

40 

41 

47 

49 

50 

53 

57 

60 

70 

m 

0.706 

0.795 

0.814 

0.891 

0.903 

0.955 

0.966 

0.970 

0.981 

0.990 

0.994 

0.999 


Exercice 8.4. 

On utilise un jeu ordinaire de 52 cartes. 

(i) On extrait 8 cartes au hasard. Quelle est la probabilité p\ qu’il y ait les 4 as 
parmi les 8 cartes? 

(ii) On commence par répartir le jeu en 4 tas correspondants aux 4 couleurs 
(trèfle, carreau, coeur et pique).. On extrait ensuite 2 cartes au hasard dans chaque 
tas. Quelle est la probabilité p 2 qu’il y ait les 4 as parmi les 8 cartes obtenues? 

Indication. 

(i) L’ensemble fondamental Cl est l’ensemble des parties à 8 éléments extraites 
de l’ensemble des 52 cartes. |D| = (7f 2 . Il y a équiprobabilité. Le nombre de résultats 
favorables est ici le nombre de façons de compléter l’ensemble des 4 as en une partie 
à 8 éléments. C’est. C* 8 . Donc p, = ^ = « 0.0002 . 

(ii) L’ensemble fondamental Cl est maintenant l’ensemble des parties à 8 éléments 
extraites de l’ensemble des 52 cartes et formées de 2 cartes de chaque couleur. Pour 
chaque couleur il y a C 2 3 façons de choisir 2 cartes, donc |îî| = (C, z 3 ) 4 . Il y a 
équiprobabilité. Un as d’une couleur étant donné, il y a 12 parties à 2 éléments 
extraites des 13 cartes de la couleur qui contiennent l’as. D’où 


P2 = 



16 

28561 


0.0006 


Exercice 8.5. 

Une urne contient 10 boules dont 6 sont blanches et 4 sont rouges. On tire au 
hasard successivement 2 boules. Calculer, dans les deux cas avec remise et sans 
remise, les probabilités suivantes : 

(i) Probabilité p\ que les deux boules soient blanches. 

(ii) Probabilité p 2 que les deux boules soient de la même couleur. 

(iii) Probabilité p 3 que l’une au moins des deux boules soit blanche. 

Indication. 

(i) Soit X la v.a. "nombre de boules blanches obtenues”. 

On a px = P(X = 2). S’il y a remise, X suit #(n,p) avec n = 2 et p = ^ 
donc P(X = 2) = p 2 = S’il n’y a pas remise, X suit ^N, N x ,n) avec 

N = 10, W = 6 ,n = 2, donc P(X = 2) = = gh = 

(ü) p 2 = 1 - P(X = 1). Avec remise, P(X = 1) = = Ü donc ^ = !r Sans 

remise P(X = 1) = ^ donc p 2 = ^ ~ 0.47 . 

(iii) p 3 = 1 — P[X = 0) = avec remise et p 3 = || ~ 0.87 sans remise. 
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Exercice 8.6. 

Trois machines A, B, C produisent respectivement 70%, 20% et 10% des pièces fa- 
briquées dans une usine. Le pourcentage de pièces défectueuses produites par chaque 
machine est respectivement 2%, 5% et 15% . On choisit une pièce au hasard dans la 
production, et on constate qu’elle est défectueuse. Quelle est la probabilité p qu’elle 
vienne de la machine C? 

Indication. 

Soient A ( resp . B,C ) l’événement ”la. pièce a été fabriquée par la machine A 
( resp . B, C]" , et D l’événement ”la pièce est défectueuse”. La formule de Bayes 
donne : 


P(C\D) = 


P(D\C)P(C) 

P(D\A)P(A) + P(D\B)P(B) + P(D\C)P(C ) 

15 10 r 


2 70 . 5 20 | 15 10 — io 
100 100 100 100 ' 100 100 1 ° 


Exercice 8.7. 

On considère un serveur Internet. On modélise le nombre de connexions par jour 
par une v.a. X sur un espace probabilisé (fi, 21, P). Des statistiques effectuées ont 
conduit à faire l’hypothèse que X est de carré sommable, d’espérance 200 connexions 
par jour et d’écart-type 40. Donner un intervalle de confiance à 75 % pour X. 

Indication. 

Comme on ne connaît pas la loi de X, on utilise l’inégalité de Bienaymé- 
Tchebychev, sous la forme (8.83) : pour tout t > 0, 

P(\X-E(X)\<t„(X)) ÿ 1-L. 


On fixe t en sorte que 1 — £ = 0.75 , i.e. t = 2. Alors 


P (|X - 200| < 2 • 40) ^ 0.75 , 


d’où l’intervalle de confiance ] 120, 280[. 

Exercice 8.8. 

Deux marques concurrentes A et B se partagent un marché. On constate que 
25 % de la clientèle choisit A et 75 % B. 

(i) On effectue un sondage sur 100 personnes au hasard. Quelle est la loi suivie 
par la variable aléatoire X = "nombre de personnes ayant acheté la marque A”? 
Donner un intervalle de confiance à 95% pour X (a) en utilisant la table de la loi 
binomiale, (b) en utilisant l’approximation normale, (c) en utilisant l’approximation 
normale avec correction de continuité. 

(ii) Après une campagne publicitaire, on effectue une observation sur 100 per- 
sonnes, et on constate que 31 ont choisi la marque A. La campagne publicitaire 
a-t-elle eu un impact? 

Indication. 

(i) X suit #(100, 0.25). (a) Si l’on note F la fonction de répartition de X, on a 
d’après la table de la loi binomiale 


P(17 ^ X ^ 33) = F(33) - F(16) « 0.9724 - 0.0211 = 0.9513 . 

L’intervalle [17,33], qui est centré sur l’espérance E(X) = 25, répond donc à la 
question. 
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(b) L’écart-type de X est -y/lOO • i • | Avec l’approximation normale, on 


approche la fonction de répartition F de X = 


_ 


par *1'. On cherche donc l > 0 


tel que 'ÿ(t) - ^(- 1 ) = 0.95 . Cela s’écrit = 0.475 , et donc d’après la table de 
la loi normale < « 1 .96 . On a donc avec l’approximation normale 


F(-1.96 < X ^ 1.96) « F(1.96) - F(-1.96) « 0.95 . 


Or 

-1.96 <X^ 1.96 ** <X -25^1 

<* -8.4870 < X - 25 ^ 8.4870 
^ 16.5129 < X ^ 33.4870 
^ 17 ^ X 33 . 

On retrouve donc [17,33]. 

(c) Avec l’approximation normale avec correction de continuité, on approche la 
fonction de répartition F de X = par $*, avec 


16 


:) « W(/ + 0.1155). 


y*(t) = \n(t + — 

VS' 

On cherche donc t > 0 tel que \P*(J) — $*(— t) « 0.95 . Cela s’écrit successivement 
(en arrondissant 0.1155 à 0.12): 

V(l + 0.12) - W(-t + 0.12) « 0.95 

0.5 + $(t + 0.12) — (0.5 — 4>(£ — 0.12)) « 0.95 (on a clairement t > 0.12) 


4>(i + 0.12) + m - 0.12) « 0.95 . (8.143) 

La fonction t t-» 4>(i + 0.12) + 4>(f — 0.12) est strictement croissante. D’après la 
table de la loi normale, elle vaut approximativement 0.9483 pour t = 1.96, 0.9495 
pour t = 1.97, et 0.9507 pour t = 1.98. On peut donc prendre comme solution de 
(8.143) la valeur t « 1.98 . On a donc avec l’approximation normale avec correction 
de continuité 

P(— 1.98 < X ^ 1.98) «0.95 . 

On obtient alors comme précédemment 

[mi [300 

— 1.98 < X ^ 1.98 ^ -1.980— <X -25 ^ 1.98W — 

-8.5736 < X - 25 ^ 8.5736 
«> 16.4263 < X ^ 33.5736 
17<X^33. 

On retrouve donc à nouveau [17,33]. 

(ii) Comme 31 € [17,33], on peut affirmer, avec un risque de 5% de se tromper, que 
la campagne n’a pas eu d’impact. 
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Exercice 8.9. 

Deux candidats A et B uniquement se présentent à une élection présidentielle. 
Après la fermeture des bureaux de vote, les pourcentages de suffrages exprimés sont 
respectivement p pour A et q = 1 — p pour B (on néglige les bulletins blancs ou nuis). 
p et q sont inconnus avant dépouillement complet. Or un institut de sondage désire 
annoncer dès la fermeture des bureaux, sur la base d’un échantillon de n bulletins 
pris au hasard dans l’ensemble des bureaux de vote, une fourchette du style ”p = a 
à 3% près”. Il faut entendre par là que, si a désigne la moyenne observée dans 
l’échantillon, 

P(\a-p\ ^ 0.03) ^ 0.95 . 

Quelle taille faut-il prévoir pour l’échantillon? Même question avec 2%, avec 1%. 

Indication. 

Le nombre X de suffrages exprimés pour A dans un échantillon de taille n suit 
la loi binomiale B(n,p). La moyenne observée dans l’échantillon est a = On veut 
donc que P (|— — p\ ^ 0.03) ^ 0.95 ou encore en introduisant X = : 


P 




> 0.95 . 


(8.144) 


Avec l’approximation normale (on néglige la correction de continuité) on a 

P (-* < X s$ = 0.95 

pour la valeur £ « 1.96 . Pour réaliser (8.144), il suffit donc que 


0.03 



i.e. 

y/n ^ 


1.96 

(LÔ3 


yfm - 


Or l’étude de la fonction p p(l — p) sur [0, 1] montre que pq Il suffit donc de 
réaliser 



1.96 1 
ÔÔ3 2 


32.67 . 


La plus petite valeur qui convient est n = 1068. 

Avec 2% et 1% on trouve respectivement n = 2401 et n = 9604. 

Exercice 8.10. 

Un examen consiste en un questionnaire à choix multiple. Il y a 50 questions, 
et pour chaque question le candidat doit choisir entre 4 réponses dont une seule 
est la bonne. Le score obtenu par un candidat est le nombre de questions où il 
a donné la bonne réponse. Les organisateurs de l’examen désirent introduire un 
score éliminatoire, tel que un candidat qui répondrait au hasard ait une chance 
sur 100 seulement d’atteindre ce score. Quel doit être ce score éliminatoire? On 
effectuera les calculs: (i) avec la loi exacte, (ii) avec l’approximation normale, (iii) 
avec l’approximation normale avec correction de continuité. 

Indication. 

Le score X d’un candidat qui répond au hasard à chaque question suit la loi 
binomiale #(50, 0.25). Le score éliminatoire Sq est le plus petit entier s tel que 



8.10. EXERCICES. 


323 


P(X ^ s) ^ 0.01 . Or P(X ^ s) = 1 — P(X ^ s — 1). Donc s 0 est le plus petit 
entier s tel que P(X ^ s — 1) ^ 0.99 . 

(i) La table 2 pour n = 50 et p = 0.25 montre que s 0 — 1 = 20. Donc So = 21. 

(ii) On & X^s — lç>X^t avec X = la variable centrée réduite et 

Vtt 


i _ a— 1 — 12.5 

VW ■ 


En notant F la fonction de répartition de X, l’équation 


F{t) = P(X 0.99 


(8.145) 


s’écrit avec l’approximation normale 'P(Z) ^ 0.99 . Le plus petit t > 0 tel que 
'I '(t) ^ 0.99 est « 2.33 d’après la table 1. s 0 est donc le plus petit entier s tel que 
-^• 5 ^ 2.33 , Le. s — 1 — 12.5 ^ 7.13 , donc s ^ 20.63 . Cela donne s 0 — 21. 

(iii) Avec l’approximation normale avec correction de continuité, l’équation (8.145) 

s’écrit 'L*(J) = ~ ^(Z + 0.16) ^ 0.99 . Le plus petit t > 0 tel que 

'P*(Z) ^ 0.99 est « 2.33 — 0.16 = 2.17 . Sq est donc le plus petit entier s tel que 
s " 1 - 12 - 5 ^ 2.17 , Le. s - 1 - 12.5 ^ 6.64 , donc s ^ 20.14 . D’où encore s 0 = 21. 


M50 

16 


Exercice 8.11. 

La probabilité pour qu’il y ait une erreur typographique dans une page de livre 
est environ 3%. Quel serait le nombre maximum, au seuil de 5%, de pages à refaire 
dans un livre de 500 pages? 

Indication. 

Soit X le nombre de pages présentant une erreur dans un livre de 500 pages. 
X est une v.a. de loi Z? (500, 0.03). L’espérance de X est 15 et son écart-type 

\/15 • 0.97 f» 3.81 . On cherche t > 0 tel que P t < X ^ t'j = 0.95 où X est 
la variable centrée réduite. On utilise l’approximation normale de la loi binomiale. 
Alors t ~ 1.96 , d’où le nombre maximum 22 pages puisque 15 + 3.81 • 1.96 = 22.47 . 

Exercice 8.12. 


Un étang contient un nombre inconnu N de poissons. On effectue une première 
pêche de 185 poissons qu’on remet dans l’étang après les avoir marqués. 

(i) Soit X la variable aléatoire "nombre de poissons marqués obtenus lors d’une 
seconde pêche de 243 poissons”. Quelle est la loi de A? 

(ii) On effectue une seconde pêche de 243 poissons, et on constate que 41 sont 
marqués. Quelle est la valeur de N qui rend maximum la probabilité P(X = 41)? 
On dit que cette valeur est l’estimation par le maximum de vraisemblance. 

(iii) Quelle est l’estimation de N par le maximum de vraisemblance dans le cas 
général d’une première pêche de Ai poissons et d’une seconde pêche de n poissons 
dont k marqués? Peut-on prévoir "naïvement” l’estimation? 

Indication. 

(i) La loi de X est la loi hypergéométrique 'H(N, 185,243). 

CA l C2°2 

(ii) Soit tqv = P{X = 41) = lK c iir lK ■ Considérons la fonction N u /v- Alors 


un C%- 185 Cn-i N- 185 N - 243 

un- i " C#L 2 I86 Cff 3 ~ N- 387 N 
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On a donc 



U N - 1 


& (N- 185 )(N - 243) ^ N(N - 387) 
41N ^ 185 • 243 
« N < r i85 ; ^ l = 10 96 


41 


où le symbole [x] désigne dans cet exercice la partie entière du nombre x. Donc un 
est croissant pour N ^ 1096 et décroissant ensuite. Le maximum de vraisemblance 
est donc obtenu pour 1096. 

(iii) On aujv = P{X = k) = Nl c ^~ Nl , donc 

un _ Cn-Nj Cn-i _ N — Ni N — n 
“ C T ^_\. Nl C% ~ N- Ni -n + k N 


de sorte que 


un 
un- 1 


>1 




«4- 

<44 


•44 


- Ni)(N - n) ^ N {N - Ni 

N — Ni)n ^ N(— n + k ) 
n ^ Nk 

r nNi 


i. 


n + k) 


Donc un est croissant pour N ^ [^j et décroissant ensuite. Le maximum de 
vraisemblance est donc obtenu pour . On peut vérifier que c’est ce qu’on 

obtiendrait en disant simplement que les proportions sont conservées, puisque cela 
signifierait que 


N±_ k 

N ~ n 


Exercice 8.13. 

Soit X une v.a. qui suit la loi hypergéométrique 'H(N, Ni,n). Calculer 

(i) l’espérance de X , 

(ii) la variance de X. 
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Indication. 


Avec N 2 = N — Ni, on a: 


E(X) = 


/~<k r m-k 
^ k ^Ni^N 2 


C n 


N 


,n) 

= E h ' c kck 


' N 0 

0Çh 2 ÇN 2 

h; +h 2 =7l 


(par définition de îî(jv,w,,n) > en posant hi = k et h 2 = n — k) 

= E h ' c "\ c l 


N 1</>1 
0^*2 </V 2 

fc, +/i 2 -n 


l/l2 

'N 2 


= ^E (car hCfr = JV.Cÿ-1) 


c 


0<*a<Ab 

/il +/i 2 =n 


= 7^5^ C N\-i C k ( en posant /i', = Ai - 1) 

L '/v ...» ... . 


0$/i,$Ni-l 
0$/i 2 $N 2 
/ij +/i 2 =n— 1 


C n 


C^_\ (formule (8.45)) 


'N 

= njj- (™ nC% = JVC%-_\) 

, « K 

— np (en posant p — -jj- ) . 


Dans le calcul ci-dessus, il est implicitement supposé que Ni ^ 1. Le résultat obtenu 
E(X) = np reste cependant valable aussi dans le cas N\ = 0 puisque dans ce cas 


E *.cMî = o 


0</i,<N, 

0 </. 2 </v 2 

/il +/l2 == Jl 
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(") 


]T k(k-l) 

(jV.JV, ,n) 


c k Nl cr k 


'N? 


nr 
U N 


= Àr £ M*i -!)<%<% 


^ OÇhi£N t 
0^/l2 ^ A^2 

/il -|-/l2 =n 


= 4- E Wi-vchch 


N 2^1 
0$/l2<iV 2 
Al -fh]=n 

M(M-l) 


CT* 


N 


E 

2^/ii^V, 

0^/V2$iV2 
/il 4-^2 =» 

f/l! 


fit, 

U A'i-2 Ly A' 2 


(car - 1)C% = A^|(A''j - 1)C^I 2 2 ) 


AW - 1) 


r^n 

°iV 


E 


rih-ï 

‘-'A'i-î'-'A'a 


OsJ/i^A/,^ 

0$A 2 $/V 2 

/ij +/i2=n-2 


(en posant h l = h\ — 2) 
N,{N, - 1) 


c: 


cr 2 


'N— 2 


(formule (8.45)) 

n(n- 1) 


= w-V-D 

(car n(n - 1 )C% = N(N - 1)C£E 2 2 ) 

(Ni — l)(n — 1) , A Ni, 

= n P ^TTy ( en P° sant P = -ÿÿ") • 


Dans le calcul ci-dessus, il est implicitement supposé que Ni ^ 2. Le résultat obtenu 
reste cependant valable aussi dans le cas Ni = 0 ou TVj = 1 puisque dans ce cas 


£ M*.-i)cfcc& = o 


0£h, <Ni 

oçh 2 çN 2 

Ai+A 2 =ti 


et 


Ainsi on a toujours 




= 0 . 


E(X 2 ) - E{X) = np 


(TV,-i)(n-l) 
N- 1 


d’où 


£(X 2 ) = np 


(Ni - l)(n-l) 

TV — 1 


f 


m=« P (™ +1 ). 
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Alors 


var(*) = E(X>) - {E{X)f 
= E{X*)-{npf 

( (N\ — l)(n — 1) \ 

= ”p{ ; ,v- i +1 ~ np ) 
/(yv,-l)(n-l) , N — nN] 
= np \ N^l ~ + N 


f(N x - l)(n - 1) N-nNA 
v N-l + N ) 


(N — Ni)(N — n) 


- n(n -iy J ,Ai 

N-n 

= npç aTTJ 

en posant q = = 1 — p. On notera que la formule pour E(X) est la même que 

pour la loi binomiale B(n,p), mais la variance de X est celle de la loi binomiale 
multipliée par le facteur qui tend vers 1 si N -»• +oo avec n fixé. 

Exercice 8.14. 

Soient X ] , • • • , X n des v.a. indépendantes suivant des lois de Poisson 
V {\\ ),••• ,V(X n ) respectivement. Montrer que la v.a. X\ + ■ • • + X n suit la loi 
de Poisson V(X t + • • - + A„). 

Indication. 

Pour n = 2, Xi + X 2 est à valeurs dans N et pour tout A: G N, 

k 

P(X t + x 2 = k) = Y, p ({ x ' = 0 n {*2 = k - i}) 


= yp(X, = i) P(x 2 = k-i) 


\i » n. * 

r~ Aa 2 

h *' ! ' (*-o ! 

= e " <J,+A2) j! 

i=0 

e -(>.+>2) ( Al + ^ 

~ C k\ 

Donc X\ + X 2 suit V(X\ + A 2 ). Le cas général s’ensuit par récurrence sur n, puisque 
X n et Xi H + X n -i sont indépendantes. 

Exercice 8.15. 

(Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson). 

Soit {X n ) n ^\ une suite de v.a. On suppose que pour chaque n, X n suit une loi 
binomiale B(n,p u ) (0 < p n < 1) et que lim n _, +00 np n = X > 0. Montrer que pour 
tout k € N fixé, 


I : (X n = k.) -> c A — quand n +oo . 


(8.146) 


En déduire que 


X n => V(X) quand n — >■ +oo. 
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Pour n "grand” et p "petit”, on a donc l’approximation B(n,p) ~ V(\) avec A = np. 
Cela explique pourquoi la loi de Poisson apparaît dans de nombreux phénomènes 
naturels: elle intervient chaque fois qu’il s’agit de compter le nombre d’occurrences 
d’un grand nombre d’événements indépendants dont chacun isolément a une faible 
probabilité de réalisation. 

Un résultat de Prokhorov ([18]) affirme en fait que: 


+oo 

E 




P(X n = k)~ 



^ É>n(A) 


(8.147) 


avec 


É>n(A) = 



f(2,A). 


(8.148) 


Indication. 

On a p n ~ £ quand n — > +oo, donc 


p(x„=k) = cîrja-B,)"-* 

n(n — 1) • • • (n — k + 1) /A 
kl 


n(n-l)---(n-A; + l)A fc „ *„-* 


n* 


(1 - Pn) T 


kl 




n-k 


puisque n ( 7 ‘ O'Jj 71 k + 1 ) ~ ^r- = 1 quand n -4 +oo . Maintenant 


(1 - Pn) n ~ k = 




en posant 

Vu = (n-A:)r,og(l -p n ). 


On a 



= -A. 


Donc e Vn -4 e~ x , et e Vn ~ e“\ D’où (8.146). Maintenant, pour tout t 6 R, 


B(X n ^ t) = P(X n = k) -4 e A — = n(f) quand n — y +oo 

OÇkÇt 

où n désigne la fonction de répartition de la loi de Poisson 'P(A). 
Donc X n =4* P(A) quand n -4 +oo. 
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Les tableaux suivants donnent quelques exemples de comparaison des approxi- 
mation normale (AN), normale avec correction de continuité (ANCC), et de Poisson 
pour la loi binomiale. Ces exemples illustrent le fait que l’approximation par 1a. loi 
de Poisson est très bonne pour np ^ 1 et n ^ 25 et excellente pour pour np ^ 1 et 
n ^ 100 . 


Exemples de valeurs de la fonction de répartition F de 13(n,p) : 
Approximation Normale (AN); Approximation Normale avec Correction de 
Continuité (ANCC); Approximation de Poisson. 

F(k), ), *'(^|) = #(*$») et n(*) = E‘=o ÿ (* = »?)■ 


n — 25 


p = 0.2 , np — 0 , 725 ( 0 . 2 ) = 0.272 , p 25 ( 5) = 0.8 . 


U 


* 


n 

F- V 


F- 

F- n 

0 

0.003778 

0.00621 

0.012224 

0.006738 

-0.002431 

-0.008446 

-0.00296 

1 

0.02739 

0.02275 

0.040059 

0.040428 

0.00464 

-0.012669 

-0.013037 

2 

0.098225 

0.066807 

0.10565 

0.124652 

0.031418 

-0.007424 

BlKIW{gW»1 

3 

0.233993 

0.158655 

0.226627 

0.265026 

0.075338 

0.007366 

-0.031032 

4 

0.420674 

0.308538 

0.401294 

0.440493 

0.112137 

0.019381 

-0.019818 

5 

0.616689 

0.5 

0.598706 

0.615961 

0.116689 


0.000729 



0.691462 

0.773373 

0.762183 

0.088573 

0.006663 

0.017852 

H 

0.890877 

0.841345 

0.89435 

0.866628 

0.049532 


0.024249 

B 


0.933193 

0.959941 


0.020033 

-0.006715 

0.021319 

B 


0.97725 

0.987776 



IgiIUlMIilrl 

0.014496 

m 



0.99702 




0.00814 

“TT 

0.99846 





-0.000963 

0.003913 

m 


0.999767 

0.999912 



-0.00028 

0.00165 

EO 

lilial 





-0.000065 

0.000622 

14 

Ijjjggjjjg 



0.999774 

- 0.00001 


0.000213 

15 


1.0 

1.0 


gixncmnjB 


0.000067 

16 

1.0 

1.0 

1.0 

0.99998 

0 

0 

0.00002 

17 

1.0 

1.0 

1.0 

0.999995 

0 

0 

0.000005 

18 

1.0 

1.0 

1.0 

0.999999 

0 

0 

0.000001 




AN 

ANCC 

EGM 

P(\ 3 , 7]) = F{ 7) - F( 2) 

0.792652 

0.774538 

0.7887 


P(\2 . 81) = F( 8 ) - F(l) 

0.925836 

0.910443 

0.919882 

0.891479 

P([ 1 , 9]) = F( 9) - F(0) 


0.97104 

0.975551 

0.961434 

/ a ([l , 10]) = F( 10 ) - F( 0 ) 

0.990667 

0.987581 

0.984796 


Pi f0, 111) = F(ll) - F(-l) 

0.99846 

0.9973 

0.996443 
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n = 25 


p = 0.1 , np = 2.5 , 725(0.1) = 0.437333 , ^ 2B ( 2.5) = 0.4 . 


Kl 

F 

vJ > 

n F — 

F-V 

f- n 

0 

0.07179 

0.04779 

0.091211 

0.082085 

0.023999 



1 

0.271206 

0.158655 

0.252493 

0.287297 

0.112551 

0.018713 

-0.016091 

2 

0.537094 

0.369441 

0.5 

0.543813 

0.167653 

0.037094 

-0.006719 

3 

0.763591 

0.630559 

0.747507 

0.757576 

0.133033 

0.016084 

0.006015 

4 

0.902006 

0.841345 

0.908789 

0.891178 

0.060662 

Binai»»»» 

0.010828 


0.9666 

0.95221 

0.97725 

0.957979 

0.01439 


ÉIXUlKftwl 

6 

0.990524 

0.990185 

0.99617 

0.985813 

0.000339 

-0.005645 

0.004711 

Kl 

0.997739 

0.99865 

0.999571 

0.995753 

-0.000911 

-0.001832 


11 

0.999542 

0.999877 

0.999968 

0.99886 

-0.000334 

-0.000425 

0.000683 

9 

0.999921 

0.999993 

0.999998 

0.999723 

-0.000071 

-0.000077 

0.000198 

10 

0.999988 

1.0 

1.0 

0.999938 

-0.000011 

-0.000011 

0.00005 

11 

0.999999 

1.0 

LO 

0.999987 


-0.000001 

0.000011 

12 

1.0 

1.0 

LO 

0.999998 



0.000002 



£(25, 0.1) 

AN 

ANCC 

F(2.5) 

Pi 

2, 3]) = F(3)-F(1) 

0.492385 



0.470279 

n 

h— 

,>E». 

Il 

2 

i 

O 

0.830217 

0.793554 

0.817578 

0.809093 

iafiW3igaa«aBii 

0.9666 

0.942394 

0.9545 

0.957979 

F([0,6]) = F( 6 )-F(— 1) 

0.990524 

0.980369 

0.973419 

0.985813 


n = 25 


p = 0.04 , np= 1 , 725(0.04) = 0.75379 , p 25 (l) = 0.08 . 


.36039 

.73581 


F -y V 


0.304917 0.367879 0.20668 
0.695083 0.735759 0.23581 


0.923517 0.846283 0.937107 0.919699 0.077234 


0.983478 0.979387 0.994638 
0.99722 0.9989 0.999823 I 0.99634 I -0.00168 


0.999624 

0.999978 

0.999958 

1.0 

0.999996 

1.0 


F -v 


0.05548 

0.040727 


-0.01359 


F -U 


-0.007482 

0.000051 

0.003818 


0.002467 

0.00088 


0.000219 


0.000042 



£(25 , 0.04) | AN 


0.73581 


ANCC I V(l) 


0.479387 0.63219 0.735759 

0.825669 0.874214 0.919699 
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n = 25 


p = 0.01 , np = 0.25 , 725(0.01) = 1.57622 , p 2 6 (0.25) = 0.005 



Hl.'lîMilOlliTïTï! 




n 

F- il/ 

0.778801 

0.47017 

0.973501 

0.040075 

0.997839 

-0.001732 

0.999867 

-0.000106 


0.085473 


F -Il 


-0.000979 


-0.019766 0.00074 



| F (25 , 0.01) AN ANCC F(0.25) 

P([0 , 1]) = F(l) - F(— 1) 0.974241 0.928174 0.928174 0.973501 

F([0 , 2]) = F(2) - F(— 1) 0.998049 0.99379 0.934163 0.997839 

n = 50 

p = 0.2 , np= 10 , 750 (0-2) = 0.192333 , p 5O (10) = 0.8 . 



0.000014 

0.000203 

0.000391 

0.000193 

0.000731 

0.001327 

0.001285 

0.002339 

0.004005 

0.005656 


0.010778 

0.018496 

0.016947 

0.025915 

0.048027 

0.03855 

0.055806 

0.103398 

0.07865 

0.107962 

0.19041 

0.144422 

0.18838 

0.307332 

0.23975 

0.297942 

0.44374 

0.361837 

0.429842 

0.583559 

0.5 

0.570158 


0.702058 

0.813943 

0.76025 

0.81162 

0.889413 

0.855578 

0.892038 

0.939278 

0.92135 

0.944194 

0.969197 

0.96145 

0.974085 

0.985558 

B|||l 

0.989222 

0.993739 


0.995995 

0.997489 

0.997661 

0.998673 

0.999068 

0.999269 

0.999609 

0.999679 

0.999797 

0.999897 

0.999898 

0.99995 

0.999976 


n 


0.000045 


F- 4/ 


-0.000189 


F — ty* 


0.000377 


F- n 


0.002769 


0.010336 


0.029253 


0.220221 

0.33282 


0.45793 


BiIi!iHi!»yi B7fiTiTl |jH 

msEm 


iiT^r^ra i 


0.99997 




0.999989 


0.999995 




0.791556 


0.864464 


0.916542 


0.95126 


0.972958 


0.985722 


0.992813 


0.996546 


0.998412 


0.9993 


0.999704 


0.024749 

0.045988 


0.067582 


0.081904 


0.083559 

0.072504 


0.053693 


0.033836 




0.007747 


0.002506 


0.000403 


-0.000172 


0.000201 


-0.000117 


-0.000051 


-0.000019 


21 

18 


-0.007778 

-0.004564 

0.00203 

0.00939 

0.013899 

0.013401 

0.008609 

0.002323 

-0.002624 

-0.004916 


-0.004888 


0.003663 


-0.000306 


-0.001483 


-0.004679 


0756 
9058 


267 

298 


-0.001184 


-0.00054 


0.00052 


0.013891 


0.022387 


0.024949 

0.022736 


0.017937 


0.0126 


0.008017 


0.004675 


0.002522 



Mili 1 1 ni I fiTi . 


-0.000025 0.000266 


-0.000007 0.000112 
0.000045 
0.000017 
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F(50 , 0.2) 

AN 

ANCC 

F(10) 

P( 

8 , 12 

) = F(12) - F( 7) 

0.623533 

0.615828 

0.623241 

0.571336 

P( 

7 , 13 

) = F(I3) - F( 6) 

0.786015 

0.776928 

0.784075 

0.734323 

P( 

6 , 14 

) = F(14) - F( 5) 

0.891251 

0.8828 

0.888388 

0.849456 

P( 

5, 15 

) = F(15) - F( 4) 

0.950701 

0.944503 

0.94817 

0.922007 

n 

4 , 16 

) = F(16) - F(3) 

0.979902 

0.976388 

0.978444 

0.962622 

n 

3, 17 

) = F(17) - F(2) 

0.992454 

0.990997 

0.99199 

0.982953 

p( 

2, 18 

) = F(18) - F(l) 

0.997296 

0.99693 

0.997346 

0.992314 


n = 50 


P = 0.1 , np ~ 5 , 75q( 0.1) = 0.309241 , p 50 (5) = 0.4 . 


il 

F 

Xj/« 

n 

F-\ V 

F-tf* F-n 

0 

0.005154 


0.016947 



-0.011793 

-0.001584 

1 

0.033786 

TOME 

0.04948 

0.040428 

0.004113 

-0.015694 

-0.006641 


0.111729 

0.07865 

0.119296 

0.124652 

0.033079 

-0.007567 

-0.012923 

3 

0.250294 

0.172889 

0.23975 

0.265026 


mïïmm-i 

EIXUEittEi 

D 

0.431198 

0.318676 

0.406832 

0.440493 

0.112522 

0.024367 

B1 

5 

0.616123 

0.5 

0.593168 

0.615961 

0.116123 

0.022955 


6 

0.770227 

0.681324 

0.76025 

0.762183 

0.088903 

0.009977 


B 

0.877855 

0.827111 


0.866628 

0.050744 

-0.002848 

0.011227 

8 

0.942133 

0.92135 

0.95052 

0.931906 


-0.008387 

0.010226 

m 

0.975462 



EH 


-0.00759 

0.00729 

10 

0.990645 



mai 

-0.000143 

-0.004593 

0.004341 

11 

0.99678 

0.997661 

0.998908 


-0.000881 

-0.002128 

0.002233 

12 

0.998995 

0.999516 

0.999797 


-0.00052 

-0.000801 

0.001014 

13 

0.999715 

0.999919 

0.999969 


-0.000203 

-0.000254 

0.000413 

14 

0.999926 

0.999989 

0.999996 

mm® 

-0.000062 

-0.00007 

0.000152 

15 

0.999983 

0.999999 


[Mi 

-0.000016 

-0.000017 

0.000052 

16 

0.999996 

1.0 

■ü— ■ Il < 

iimwai 

-0.000003 

-0.000003 

0.000016 

17 

0.999999 

1.0 

1.0 

0.999995 

0 

0 

0.000005 

m 

1.0 

LO 

1.0 

0.999999 

0 

0 

0.000001 

EU! 


1.0 

1.0 

1.0 

0 

0 

0 
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n = 50 


p = 0.04 , np = 2 , 750 (0.04) = 0.53301 , p& o (2.0) = 0.16 


F 


0.129886 


0.400481 

0.676714 


0.860869 


98559 


0.99639 


0.999219 


V n 


0.074457 0.139508 0.135335 0.055428 


0.235243 0.359108 0.406006 0.165238 


0.5 0.640892 0.676676 0.176714 


0.764757 0.860492 0.857123 0.096112 


0.964402 0.947347 0.025486 


IIEHlEPiji 


BiI)!)ÏÏEi?ln».TOiiftiiBm'iiii< 


0.000781 


-0.001663 


-0.000627 


0.999975 


0.999996 



0.999954 

-0.000024 

0.999992 

-0.000003 


F- V 


-0.009622 


0.041373 


0.035822 


0.000377 


-0.013373 


-0.00864 


-0.003028 


-0.000745 


-0.000146 


F- n 


-0.005449 


-0.005524 

0.000038 


0.003746 


0.003682 


0.002153 



l iifHiiiwzei l 1 

mxwci 


^([0 , 1]) 


F([0 , 2]) 


P([0 , 3]) 


F(l)-F(- 1 ) 


F(2) — F(— 1) 


F(50 , 0.04) 

AN 

ANCC 

P( 2 . 0 ) 

0.400481 

0.220052 

0.32351 

0.406006 

0.676714 

0.484809 

0.605293 

0.676676 

0.860869 

0.749565 

0.824893 

0.857123 


p = 0.02 , np = 1 


n = 50 

7 6o(0.02) = 0.776444 , p B o(l) = 0.04 . 



'lnnriteMrd 

0.156211 

0.306753 

0.367879 

0.207959 

0.057417 

0.735771 

0.5 

0.693247 

0.735759 

0.235771 


0.921572 

0.843789 

0.935143 

0.919699 

0.077783 


0.982242 

0.978324 

0.994221 

0.981012 

0.003918 


IIEEKI 

0.998779 



-0.001988 

-0.003006 


-0.000451 

-0.000475 


-0.003709 


0.000013 


0.001874 


0.00123 







ANCC | V(l) 


F([0 , 1]) = F(l) - F(— 1) |1 0.735771 


F([0 , 2]) = F(2) - F(— 1) || 0.921572 


F([0 , 3]) - F(3) - F(— 1) 0.982242 

n = 50 


0.735759 


0.62839 


0.870286 


0.956648 | 0.929364 0.981012 


HlMBIiMM 



p = 0.01 , np = 0.5 , 7oo(0.01) = 1.1 1456 , p 5o (0-5) = 0.01 . 


k F 


U/* 

0 0.605006 

0.238645 

0.5 

1 0.910565 

0.761355 

0.922391 

2 0.986183 

0.983497 

0.997763 

3 0.998404 

0.99981 

0.99999 

4 0.999854 

1.0 

1.0 


F- 


0.606531 | 0.366361 0.105006 


f - n 


-0.001524 



-0.011826 0.000769 


-0.01158 

0.00057 

-0.001586 

0.000155 

-0.000145 

0.000026 
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F(50 , 0.01) 

AN 

ANCC 

P(0.5) 

p(\o , n) = f(d - n-i) 

0.910565 

0.744852 

0.844782 

0.909796 

P([0, 2]) = F(2)-F(-1) 

0.986183 

0.966994 

0.920154 

0.985612 

P([0 , 3]) = F( 3) - F(- 1) 

0.998404 

0.983307 

0.922381 

0.998248 


n = 100 


p = 0.1 , np= 10 , 7,oo(ü.l) = 0.218667, pioo(10) = 0.4. 


0.000027 

0.000322 

0.001945 

0.007836 

0.023711 

0.057577 


0.117156 


fflETMl 

lifcWikW 


0.45129 


0.583156 


0.703033 




0.876123 


0.927427 


0.960109 


0.979401 


ijgg 


0.999192 


0.999688 


0.999987 


0.999996 




vP 


0.000429 

0.00135 

0.00383 

0.009815 

0.02275 


0.04779 


0.091211 

0.158655 


0.252493 


0.369441 


0.5 


0.630559 


0.747507 


0.841345 


0.908789 


0.95221 


0.97725 


0.990185 


0.99617 

0.99865 

0.999571 

0.999877 


0.999968 


0.999993 


0.999998 


1.0 


0.000771 


0.000045 

0.000499 


-0.000402 

-0.001028 


-0.001885 




©I 


0.01513 


333 

668 


0.121673 

0.202328 


0.308538 


0.433816 


0.566184 


0.691462 


0.797672 


0.98487 

0.99379 


0.997697 

0.999229 

0.999767 

0.999937 


0.010336 


029253 
067086 
0.130141 
0.220221 


0.33282 


0.45793 


0.58304 


0.696776 


0.791556 


864464 

916542 

95126 


0.992813 

0.996546 

0.998412 

0.9993 


L 

551 


CE 

Ex? 


0.068381 


0.081849 


0.083156 


0.072474 


0.054314 


0.034778 


0.018638 

0.0079 




19 

-0.00075 


-0.000744 

-0.000018 

-0.001981 

-0.000177 

-0.004264 

-0.000824 

-0.007293 

-0.002499 

-0.009665 

-0.005541 

-0.00923 


-0.004516 

-0.012985 

0.003722 

-0.014169 

0.012336 

-0.011945 

0.017474 

-0.006639 

0.016972 

0.000116 

0.011571 

0.006257 

0.004149 

0.010265 

-0.002204 

0.011659 

-0.005765 

0.010886 

-0.006514 

0.00885 

-0.005468 

0.006443 






0.999997 


0.999999 

1.0 


0.99988 


0.999953 

0.999982 


-0.000628 

-0.001207 

0.001476 

-0.000378 

-0.000574 

0.000781 

-0.000189 

-0.000248 

0.000388 

-0.000082 

-0.000098 

0.000182 

-0.000032 

-0.000036 

0.00008 

-0.000011 

-0.000012 

0.000034 

-0.000003 

-0.000003 

0.000014 


ANCC | P(10) 


/ J ([8 , !2]) = F(12)-F(7) 

0.59577 

0.588852 

0.595343 

0.571336 

P([7 , 13]) = F(13) - F(6) 

0.758968 

0.750134 

0.756655 

0.734323 

F([6, 14]) = F(14)-F(5) 

0.86985 

0.860998 

0.866386 

0.849456 

P([5 , 15]) = F(15) - F(4) 

0.936398 

0.92946 

0.933247 

0.922007 

P([4 , 16]) = F(16) - F( 3) 

0.971565 

0.967435 

0.96974 

0.962622 

P([3, 17]) = F(17) — F(2) 

0.988048 

0.986354 

0.987581 

0.982953 

P([2 , 18]) = F(18) - F(l) 

0.995098 

0.99482 

0.995393 

0.992314 
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n = 100 


p = 0.01 , np = 1 , 7ioo(0.01) = 0.78811 , p lOÛ (l) = 0.02 . 


Q 

F 



n 

F- 

F — vP* 

f- n 

□ 

0.366032 

0.157439 

0.307651 

0.367879 

0.208593 

htMikWm 

-0.001847 

a 

0.735762 


0.692349 

EH 

0.235762 


0.000003 

H 

0.920627 



0.919699 

0.078066 

r — 0.013539 

0.000928 

a 

0.981626 

0.977788 



ilikkkkM 

-0.012381 

0.000614 

□ 

0.996568 

0.998716 

0.999782 


-0.002147 

-0.003214 

0.000228 

B 




0.999406 



0.00006 

□ 


1.0 


iiTEEEETTa 


nwntiirii 

0.000012 

Q 

0.999992 

1.0 

1.0 


-0.000008 

-0.000008 

0.000002 



S (100 , 0.01) 

AN 

ANCC 

F(l) 

P([0, 1]) = F(l) — F(— 1) 

0.735762 

0.477788 

0.626515 

0.735759 

P([0, 2]) = F(2)-F(-1) 

0.920627 

0.820349 

0.868332 

0.919699 


n = 100 


np = 0.1 , 


p = 0.001 , 7ioo(0.001) = 2.52603 , pioo(O.l) = 0.0002 . 


El 

F 



n 

F- 4/ 


f - ri 

□1 

0.904792 

0.375855 

0.897162 

0.904837 

0.528937 

liIiïiWîfc» 1 

-0.000045 

3 

0.995362 

0.997797 

0.999995 

0.995321 

-0.002434 

Btingfi&l 

0.000041 


1 

£(100 , 0.001) 

AN 

ANCC 

P(0.1) 

\P([0, 1]) = F(l) — F(— 1) 

0.995362 

0.997546 

0.971168 

0.995321 
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n = 1000 


p = 0.01 , np = 10 , 7ioûo( 0.01) = 0.249222 , p 100 o(10) = 0.04 


B 


imnwiw l 


0.000741 0.001267 0.000045 
0.002116 0.003452 0.000499 
0.005502 0.008571 0.002769 -0.002822 
0.013049 0.019422 0.010336 -0.002976 


0.028265 



-0.009349 


-0.011544 



10 0.583041 


0.69735 


0.792512 


0.865565 


0.917588 


0.5 


0.62469 


0.737495 


0.56313 0.58304 


15 

0.952129 

16 

0.973609 




0.986167 


0.898186 


0.943982 

0.971735 


0.986951 


0.923669 


0.959769 

0.980578 


0.991429 






BU 


0.999891 

0.999958 

0.999984 


0.999764 

0.999932 


0.999982 


0.999996 


0.999999 


0.999577 

0.999871 

0.999964 


0.999991 


iissmiœll 


0.791556 


0.864464 


0.916542 


0.95126 

0.972958 

0.985722 


0.992813 


6 

0.998412 

0.9993 

0.999704 


0.99988 


0.083041 


0.07266 


0.055017 


0.035743 


0.019402 


0.008148 

0.001874 

-0.000783 


-0.001402 


-0.001172 


-0.000755 

-0.000415 

-0.000203 


-0.000091 


-0.000037 


0.019911 


0.014127 


0.005949 


-0.001446 


-0.006081 


-0.007639 


-0.006969 


-0.005261 


-0.003453 


- 0.002021 


-0.001073 

-0.000523 

-0.000236 


263 

566 

946 


-0.001264 


-0.001357 


-0.001132 


0.000001 


0.000574 


0.000955 


0.001046 


0.00087 


0.000651 


0.000445 


htù'M.m 


0.000166 


0.000092 


0.000048 


0.000005 
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n = 1000 


p = 0.001 , np = 1 , 7iooo(0.001) = 0.798801 , /3iooo(l) = 0.002 


vt* n F 


0.367695 1 0.158534 0.308449 0.367879 0.209161 


0.735759 0.5 0.691551 0.735759 


0.919791 0.841466 0.93329 0.919699 


0.981073 0.977304 0.993812 0.981012 1 0.003769 


0.996363 


0.999997 0.999406 


1.0 


0.919699 0.078325 


0.999412 


0.999918 


0.99999 


H 


0.99999 


F — 4>* 

f- n 

0.059246 

-0.000184 

0.044208 

0 

-0.013499 


-0.012739 

0.000061 

-0.003405 

0.000023 

-0.000584 

0.000006 

-0.000081 


-0.00001 



P([0 , 1]) = F(l) - F(-l) 0.735759 


P([0 , 2]) = F( 2) - F(— 1) 0.919791 


AN 

ANCC 

0.477304 

0.62484 


F(l) 




0.81877 


n = 10000 


p = 0.00] , np = 10 , 7ioooo(0-001) = 0.252603 , pioooo(lO) — 0.004 . 


0.000045 


0.000497 


0.00276 


0.01031 


0.029196 


4» 


0.000778 


58 


EEM lEKSH 


0.220085 


0.332707 


0.457867 


0.58304 


11 0.696833 


0.791651 


0.864574 


0.916646 


0.951346 


0.973023 


0.985767 


0.992842 


0.996562 


0.998421 


0.102838 


0.17127 


0.5 


0.624145 


0.736559 


0.82873 


0.897162 


0.943167 


0.971173 


0.98661 


0.994315 


0.997797 


0.001325 


0.00358 


0.008825 


0.019867 


0.040919 


0.077261 


n 


0.000045 


0.000499 


0.002769 


0.010336 


0.029253 


0.067086 


F — 4* 


-0.000733 


-0.001706 


F — 4>* 


-0.001279 I 0 


-0.003082 -0.000002 
-0.006064 -0.000009 


-0.009557 -0.000026 


III W 

müm 


-0.000056 


0.317544 


0.437152 


0.562848 


in^k'wyj ril 


0.785518 


0.865929 


0.922739 


0.959081 


0.980133 


0.991 175 


0.99642 


0.998675 


999553 


0.130141 

0.027177 

-0.004055 

-0.000126 

0.220221 

0.048815 

0.005603 

-0.000135 

0.33282 

0.069266 

0.015163 

-0.000112 

0.45793 

0.082012 

0.020715 

-0.000062 

0.58304 

0.08304 

0.020192 

0 

0.696776 

0.072688 

0.014377 

0.000057 

0.791556 

0.055093 

0.006134 

0.000095 

0.864464 

0.035844 

-0.001355 

0.000109 

0.916542 

0.019484 

-0.006092 

0.000104 

0.95126 

0.008179 

-0.007734 

0.000087 

0.972958 

0.001851 


0.000065 

0.985722 

-0.000842 

-0.005408 

0.000045 

0.992813 

-0.001472 


0.000028 

0.996546 

-0.001234 

-0.002112 

0.000017 

0.998412 

-0.0008 

-0.001132 

0.000009 
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#(10000 , 0.001) 

AN 

ANCC 

Kasmi 

P([8 , 12 

) = P(12) - F( 7) 

0.571566 

0.565289 

0.571036 

0.571336 

P(l ? , 13 

II 

*— 1 
CO 

1 

J 

'c? 

0.734559 

0.725892 

0.731858 

0.734323 

P([6 , 14 

) = F(14) - F(5) 

0.849654 

0.840329 

0.845477 

0.849456 

P([5 , 15 

) = P(15) - F(4) 

0.92215 

0.91434 

0.918163 

0.922007 

P([ 4 , 16 

) = F(16) - F(3) 

0.962714 

0.957782 


0.962622 

P([3 , 17 

) = F(17) - F(2) 


0.980924 

0.982351 

0.982953 

P([ 2 , 18] 

) = F(18) - F(l) 

0.992344 

0.992111 


0.992314 

P([ 1 , 19] 

) = F(19) - F(0) 

0.996517 

0.997018 

0.99735 

0.9965 


n = 1 ()()()() 


p — 0.0001 , np — 1 , 7ioooo(0.0001 ) — 0.79988 , pioooo(l) = 0.0002 . 


m 


vp 


n 

F — 'P 

F — vp* 

F-n 

0 

0.367861 

0.158643 

0.308529 

0.367879 

0.209218 

0.059332 

-0.000018 

î 

0.735759 

0.5 

0.691471 

0.735759 

0.235759 


0 

2 



0.933203 

0.919699 

0.078351 

-0.013494 

0.000009 

U 


0.977255 

0.993793 

0.981012 

0.003763 

-0.012774 

0.000006 

HJ 

0.996342 

0.998651 


sa 

-0.002308 

-0.003425 


m 

0.999406 

0.999968 

0.999997 

0.999406 

-0.000561 

biiiïiiMîm 

0.000001 

o 

0.999917 

1.0 


0.999917 

-0.000082 


0 



#(10000 , 0.0001) 

AN 

ANCC 

P(l) 

Biüœimesra 

0.919708 

0.818612 

0.866405 

ilMWiiWll 

Eil UHJ IBÏÜffiQJ] 

0.981018 

0.954511 

0.926995 

0.981012 

P([0 , 4]) = F(4) — F(— 1) 

0.996342 

0.975906 

0.93297 

0.99634 

P([0 , 5]) = F( 5) - F(-l) 




IttH 

P([0, 6]) = F(6) — F(— 1) 

i.;/ 1 


0.933202 

0.999917 

P([2, +oo]) = l-F(l) 

0.264241 

0.5 

0.308529 

0.264241 


Exercice 8.16. 


La désintégration d’un atome radio-actif se fait par l’émission, à des moments 
aléatoires, de particules énergétiques. On considère plus généralement un phénomène 
consistant en l’occurrence, à des moments aléatoires, d’un certain événement. On 
modélise ce phénomène par une famille de v.a. (A*) (>0 sur un espace probabilisé 
P), avec Xq = 0. Pour tout intervalle J = (s,t) de [0, +oo[ ouvert, fermé ou 
semi-ouvert, avec 0 ^ s < t , on définit la v.a. Xj = X t — X s . Xj représente le nombre 
d’occurrences de l’événement dans l’intervalle de temps J. On a X t = Ajo.t] = X[ 0 ,i[ 
Wt > 0. On fait les hypothèses suivantes (qui sont confirmées par l’expérience dans 
le cas de l’atome radio-actif). 

(1) La loi de Xj ne dépend que de la longueur de J (hypothèse de stationnarité). 

(2) Si Ji, • • • ,«/„ sont des intervalles deux-à-deux disjoints, les v.a. Xj x , • • • ,Xj n 
sont indépendantes (hypothèse de non-hcr éditante). 

(3) Deux occurrences dans un laps de temps très court sont hautement improbables, 
ce qu’on formalise par la condition 


P(X t > 2) = o(t), (8.149) 

la notation habituelle o(t) désignant une fonction telle que lim^o = 0 (hypothèse 

d ' ordinarité) . 
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Soit P k (t ) = P(X t = k) (k € N, t ^ 0). On suppose 0 < F 0 (1) < 1, i.e. P 0 (l) = e A 
avec A > 0. 

(i) Montrer que Pk(0) = 0 VA; ^ 1 et Po(t) = e~ A ' Vf ^ 0. 

(ii) Montrer que pour tous t, h ^ 0 et tout A; ^ 1, 

P fc (* + h) = P k (t) - XhP k (t) + A hP k . x {t) 4- o(h). (8.150) 

En déduire que la fonction t •-» P k (t) est solution de l’équation différentielle 

P' k {t) = -\P k (t) + \P k „ l (t). (8.151) 


(iii) En intégrant (8.151), montrer que P k (t) = e *- e - l°i de es ^ 

de Poisson V(X t) pour t > 0. 

On dit que (X t ) t>0 est un processus de Poisson d’espérance A par unité de temps, 
ou de taux A. 

Indication. 

(i) Soit jfc ^ 1. On a P k ( 0) = P{X 0 = k) = P(() = k) = 0. Ensuite, 


. . | n ilA;-l k 

imi-U — •» 

fc=i J 


donne 


fi(i) = P(Xm = °) 

= P{X ] 0,0 = 0) 

= p ({* loi] = 0} n {X ]hi] = 0} n . . • n {x ]a ^ A = o}) 

= p(^] = o)-p(%,] = o) p(x } ~* a -o) 

- K>)’ 

donc e _A = (P 0 (^)) n ou encore F 0 (J) = e - n. On obtient de même 

p ( x io.î! = °) = p Kii = °) ■ p fats = °) p = °) = ( p “(b)‘ 

donc P 0 (~) = e -- ^. 

Soit maintenant < ^ 0, n ^ 1 et k n la partie entière de ni. On a 


ïC t < 


k n + 1 


n 


n 


Or P 0 (t) est une fonction décroissante de t. En effet,, si s ^ l, 

{X l0 ,.] = 0} c {X [0 , t] = 0 } 

implique P 0 (s) ^ Po(t). Il vient donc 

Po(— ) ÿ Po(t) > Po(^-Ï-) 

77 » 77 » 


qui s’écrit 


r 1 * s p„m ÿ e-^. 
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Quand n —> +oo, on a ^ — > t d’où 

e~ Ai ^ P 0 (t) > e~ Xt 
i.e. 

Po(t) = e" At . 

(ii) On a P k (t + h) = P (Ajo.i+fcj = k) . Or 

k 

{^]o,t+fc] = &} = (J ({^]o,t] = k - j} O {X] tft+fc j = j}) 
i= o 

avec une réunion disjointe. Donc 

k 

Pk(t+h) = y ^-i(o p A h ) 

3=0 

= Pk(t)P 0 (h)+P k -i(t)P l (h) + R(t,h) 

avec 

k 

3=2 

On a 

k 

0 ^ R(t,h) ^ Y p y( h ) < p ( x * 2 2) = o(h) 

3=2 

d’après (8.149) (hypothèse (3)). Donc R(t,h) est aussi un o(h) quand h — y 0. Alors 
P{Xh ^ 2) = 1 — Pi(h) — Po(h) donne 

Pi(h) = 1 - P 0 (h) + o(h) = 1 - e~ Xh + o(h) = Xh + o(h) 

puisque e~ Xh = 1 — Xh + o(h). 11 en résulte 

P k (t + h) = ft(t)e- Afc + ft_ 1 (i)P 1 (A) + fi(i,A) 

= Pk(t)( 1 - A h + o(h)) + P k -i(t)(\h + o(h )) + o(h), 

d’où (8.150). On a alors pour tout h ^ 0 

+ h) - h(t )) = 

En faisant tendre h vers 0, il en résulte que la fonction t h-* P k (t) est dérivable et 
vérifie l’équation différentielle (8.151). 

(iii) Posons pour tout k € N P k (t) = C k (t)e~ x \ i.c. C k (i ) = P k (t)e xt . L’équation 
différentielle (8.151) s’écrit alors 

C' k (t) = xc k - l (t). 

D’après (i), C 0 (t) = 1 et C*(0) = P k ( 0) = 0 VA; ^ 1. On a alors 

C[(t) = AC 0 (<) = A =» Ci(t) = M + /*! 
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avec /ii = Ci(0) = 0 donc CS) = A t. Puis 


c'S) = *Ci(t) = M => c 2 {t) = ^y~ + ^ 

avec /i 2 = C 2 (0) = 0 donc C 2 (t) = Puis par récurrence 

M k 


c k (t) = 


k\ 


D’où PS) = 

Exercice 8.17. 

On suppose que les clients d’une poste arrivent suivant un processus de Poisson 
d’espérance 2 clients par minute. Donner (en utilisant l’ex. 8.16) un intervalle de 
confiance à 95% pour le nombre de clients en 2 heures. 

Indication. 

Soit -ATi 2 o le nombre de clients en 2 heures. D’après l’ex. 8.16, Xi 2 o suit V(X t) 
avec A = 2 et t = 120, soit P(240). L’espérance et la variance de X 120 sont donc 
240. Soit Xi 2 o = X '^/ 2 'il 40 var i a kl e centrée réduite. Avec l’approximation normale 
de la loi de Poisson, on a 

P (-a < Xi7o ^ = 0.95 

pour a « 1.96 . On en déduit l’intervalle de confiance à 95% [210, 270]. 

Exercice 8.18. 

(Problème des boîtes d’allumettes de Banach 1 ). 

Un fumeur a une boîte d’allumettes dans sa poche gauche et une autre dans sa 
poche droite. Chaque boîte contient initialement N allumettes. Quand le fumeur 
veut une allumette, il sélectionne au hasard une poche et prend une allumette dans 
la boîte correspondante. Trouver la probabilité u r (0 ^ r N) pour qu’il reste exac- 
tement r allumettes dans l’autre boîte quand le fumeur découvre pour la première 
fois que l’une des boîtes est vide. 

Indication. 

Fixons l’une des poches par exemple la poche gauche. On peut modéliser le 
problème par un processus de Bernouilli infini, l’expérience élémentaire de Bernouilli 
consistant en le choix d’une poche et le choix de la poche gauche étant la réussite. 
Soit X le nombre d’allumettes restant dans l’autre boîte quand le fumeur découvre 
pour la première fois que l’une des boîtes est vide. Ona A = r si et seulement si 
la poche que le fumeur découvre vide a été sélectionnée N 1 fois, et l’autre poche 
N — r fois. Cela signifie que le temps d’attente de A^ + 1 sélections de la poche 
découverte vide est A' + 1 + A^ — r = 2N + 1 — r. L’événement {Aé = 7 - } est donc la 
réunion des deux événements suivants : 

• A:” Le temps d’attente de A'-f 1 sélections de la poche gauche (réussite à l’épreuve 
élémentaire de Bernouilli) est 2N + 1 — r”. 

• 13 : ”Le temps d’attente de N + 1 sélections de la poche droite (échec à l’épreuve 
élémentaire de Bernouilli) est 2N + 1 — r”. 

Les événements A et 13 sont incompatibles. 

1. Le nom de ce problème est, selon [10] p.166, inspiré par une référence humoristique aux 
habitudes de fumeur de S. Banach dans une conférence en son honneur faite par H. Steinhaus. 
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Or le temps d’attente de N + 1 succès de la sélection de la poche gauche suit la loi 
binomiale négative B~(N + 1, |). 11 en est de même du temps d’attente de N + 1 
succès de la sélection de la poche droite. Il en résulte cpie 


« r 


2 (“w-V) 

(-N- 1) ■ • • (-N -l-(N-r-l)) 
(N - r)! 

si N 1 
'~'2N—r 22 N-r ' 


22yv-r+l 


Exercice 8.19. 

(Approximation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale). 

Soit une suite de v.a. On suppose que pour chaque N, Xpj suit une 

loi hypergéométrique TL(N, Ni , n) de paramètres N, Ni, n où n est fixé et N\ est 
une fonction de N telle que lirri/v->+oo ^ = 0 < p < 1. On suppose aussi que 

Â'i ^ n et N 2 — N — Ni ^ n. On sait qu’alors l’ensemble fondamental est 

{0, • • • , n}. Montrer que pour tout k , 0 ^ k ^ n fixé, 


P(Xn = k ) -y C k p k q n k quand N -y +oo , (8.152) 


où q — 1 — p. En déduire que Xn => J3(n,p) quand N — y +oo . Pour N, Ni ”grands”, 
on a donc l’approximation 'H{N, Ni , n) tz B(n,p) avec p = jf-. 

Indication. 

On raisonne par récurrence sur la valeur de n. Si n = 1, le résultat est vrai: 
P{X N = 0) = -> q = C?p°q l et P(X N = 1) = p = Ctfq 0 quand 

N — y +oo. Supposons le résultat vrai si n = m et montrons qu’il est vrai si n = m-V 1 . 
Pour tout k , 1 ona: 


ck c N: i ~ k _ n ‘ - k + 1 c ëTn 3 


k-lsym-(k-l) 




m k 

N y - k + 1 

'Ni 


N* 

f^rr 


N - 


m 


m 


(car ^ <7‘;' et C£+» = C% ) 

, i sym-ik-l) 

+ 1 °/V, U N 2 


k 

m 4- 1 


P 


Cm 

U N 


quand N —y +oo 


P 


Ct~ X 


(hypothèse de récurrence appliquée àmetfc-l,0$fe-l^ to) 

C k n fc rr TO+1_ * (r- îr C k — m + l 
L m+i P <7 (.car (^ m+1 - — - — U m ). 


Pour k = 0, on obtient de même 


D’où (8.152). Maintenant, pour tout t 6 K, 

P(X N t) = Y, p ( x " = k ) “► 5Z C nP k< l n ~ k = F (<) quand N -y -f oo 




0 èk<l 


où F désigne la fonction de répartition de la loi binomiale B(n,p). 
Donc Xh => B(n,p) quand N —y +oo. 
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Exemples de valeurs de la fonction de répartition H(N,Ni,n) de H(N, Ni , n) 
et de la fonction de répartition F de B(n,p), p = : 

F(k)=EU c iy( l -pT' i ’ 

H(N,N„n)(k) = E U M >n,N, = N-N,> n). 


k 

£1(20,0.25) 

£7(100,25, 20) 

//( 300,75,20) 

77(1200,300,20) 

0 

0.003171 

0.001498 

0.002539 

0.003006 

1 

0.024313 

0.Û14878 

0.021025 

0.023479 

2 

0.09126 

0.068396 

0.083807 

0.089414 

3 

0.225156 

0.195731 

0.21601 

0.222925 

4 

0.414842 

0.397524 

0.409571 

0.413564 

5 

0.617173 

0.623533 

0.618986 

0.617602 

6 

0.785782 

0.808787 

0.792671 

0.787441 

7 

0.898188 

0.922329 

0.90573 

0.900029 

8 

0.959075 

0.975045 

0.964383 

0.960396 

9 

0.986136 

0.993715 

0.988867 

0.986834 

10 

0.996058 

0.998771 

0.997135 

0.996342 

11 

0.999065 

0.999815 

0.999397 

0.999156 

12 

0.999816 

0.999979 

0.999897 

0.999839 

13 

0.99997 

0.999998 

0.999986 

0.999975 

14 

0.999996 

1.0 

0.999998 

0.999997 

15 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


k 

B(9,ü.l) 

77(100,10,9) 

77( 500,50,9) 

7/(1000,100,9) 

“o 

0.38742 

0.371276 

0.384296 

0.385865 

1 

0.774841 

0.778774 

0.775548 

0.77519 

2 

0.947028 

0.95552 

0.948653 

0.947836 

3 

0.991669 

0.994796 

0.992319 

0.991995 

4 

0.999109 

0.999648 

0.999237 

0.999174 

5 

0.999936 

0.999987 

0.99995 

0.999943 

6 

0.999997 

1.0 

0.999998 

0.999997 

7 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


Exercice 8.20. 

Au ”Loto ”, 6 numéros ”gagnants” sont tirés sans remise parmi 49 . On effect ue 
un pronostic sur les 6 numéros gagnants avant tirage. Quelle est la loi de la v.a. 
” X = nombre de numéros gagnants dans le pronostic” ? 

Indication. 

X suit H(49,6,6). On a E(X) = 6 • £ « 0.73. Les valeurs de P(X = k) et celles 
obtenues avec l’approximation binomiale B( 6, sont données ci-dessous. 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


0.435965 

0.413019 

0.132378 

0.0176504 

0.00096862 

0.0000184499 

0 . 0000000715 . 


0.456703 

0.382356 

0.13338 

0.0248149 

0.00259691 

0.000144944 

0.00000337071 
















Table 1 : Loi normale 


4>(z) = 


1 




1D 

0.00 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0 

0 

0.004 

0.008 

0.012 

0.016 

0.1 

0.0398 

0.0438 

0.0478 

0.0517 

0.0557 

0.2 

0.0793 

0.0832 

0.0871 

0.091 

0.0948 

m 

0.1179 

0.1217 

0.1255 

0.1293 

0.1331 

0.4 

0.1554 

0.1591 

0.1628 

0.1664 

0.17 

0.5 

0.1915 

0.195 

0.1985 

0.2019 

0.2054 

lira 

0.2257 

0.2291 

0.2324 

0.2357 

0.2389 

EH 

0.258 

0.2611 

0.2642 

0.2673 

0.2704 


0.2881 

0.291 

0.2939 

0.2967 

0.2995 

m 

0.3159 

0.3186 

0.3212 

0.3238 

0.3264 

1.0 

0.3413 

0.3438 

0.3461 

0.3485 

0.3508 

EU 

0.3643 

0.3665 

0.3686 

0.3708 

0.3729 

US 

0.3849 

0.3869 

0.3888 

0.3907 

0.3925 

1.3 

0.4032 

0.4049 

0.4066 

0.4082 

0.4099 

1.4 

0.4192 

0.4207 

0.4222 

0.4236 

0.4251 

1.5 

0.4332 

0.4345 

0.4357 

0.437 

0.4382 

EU 

0.4452 

0.4463 

0.4474 

0.4484 

0.4495 

1.7 

0.4554 

0.4564 

0.4573 

0.4582 

0.4591 

1.8 

0.4641 

0.4649 

0.4656 

0.4664 

0.4671 

1.9 

0.4713 

0.4719 

0.4726 

0.4732 

0.4738 

2.0 

0.4772 

0.4778 

0.4783 

0.4788 

0.4793 

2.1 

0.4821 

0.4826 

0.483 

0.4834 

0.4838 

ES | 

0.4861 

0.4864 

0.4868 

0.4871 

0.4875 

m 

0.4893 

0.4896 

0.4898 

0.4901 

0.4904 

i£I 

0.4918 

0.492 

0.4922 

0.4925 

0.4927 

üil 

0.4938 

0.494 

0.4941 

0.4943 

0.4945 


0.4953 

0.4955 

0.4956 

0.4957 

0.4959 

2.7 

0.4965 

0.4966 

0.4967 

0.4968 

0.4969 

2.8 

0.4974 

0.4975 

0.4976 

0.4977 

0.4977 


0.4981 

0.4982 

0.4982 

0.4983 

0.4984 

3.0 

0.4987 

0.4987 

0.4987 

0.4988 

0.4988 

mi 

0.499 

0.4991 

0.4991 

0.4991 

0.4992 

BU 

0.4993 

0.4993 

0.4994 

0.4994 

0.4994 

H! 

0.4995 

0.4995 

0.4995 

0.4996 

0.4996 

BEI 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

Klü 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

Kia 

0.4998 

0.4998 

0.4999 

0.4999 

0.4999 


ce réduite 


dt 


0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359 

0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753 

0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141 

0.1368 0.1406 0.1443 0.148 0.1517 

0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879 

0.2088 0.2123 0.2157 0.219 0.2224 

0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549 

0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852 

0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133 

0.3289 0.3315 0.334 0.3365 0.3389 

0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621 

0.3749 0.377 0.379 0.381 0.383 

0.3944 0.3962 0.398 0.3997 0.4015 

0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177 

0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319 

0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441 

0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545 

0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633 

0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706 

0.4744 0.475 0.4756 0.4761 0.4767 

0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817 

0.4842 0.4846 0.485 0.4854 0.4857 

0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.489 

0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916 

0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936 

0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952 

0.496 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964 

0.497 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974 

0.4978 0.4979 0.4979 0.498 0.4981 

0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986 

0.4989 0.4989 0.4989 0.499 0.499 

0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993 

0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995 

0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997 

0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998 

0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 

0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 

































Table 2 


345 


Table 2 : Fonction de répartition F de la loi binomiale B ( n , p ) : 

i'V)=Ÿ.c k nP i (i- P r k . 

k = 0 


n 

s\p 



0.1 

0.2 

0.25 



ÜBli 

B 

0 

0.951 




0.2373 

0.1681 

0.0778 

0.0312 


1 

0.999 



0.7373 



0.337 

0.1875 


2 

1.0 

0.9988 


0.9421 

0 . 89.65 

0.8369 

0.6826 

0.5 


3 

1.0 

1.0 

0.9995 

0.9933 

0.9844 

0.9692 

0.913 

0.8125 


4 

1.0 

1.0 

1.0 


inm?M 

0.9976 

0.9898 

0.9687 


5 

1.0 

1.0 

1.0 



Qm 

1.0 



m 


0.01 

0.05 

0.1 



0.3 

0.4 

0.5 

10 


0.9044 

0.5987 

0.3487 

0.1074 

0.0563 


wniîd 



î 



0.7361 

0.3758 

0.244 

EMEIS 


rnn 


2 

0.9999 

0.9885 

0.9298 

0.6778 

0.5256 



IiHWirl 


3 

EQH 




0.7759 

0.6496 


ium'i 


4 


0.9999 

0.9984 

0.9672 






5 


imTi 



0.9803 

0.9527 


Igiggl 


6 

1.0 

llf . . 





0.9452 



7 

1.0 


1.0 



0.9984 

0.9877 



8 

1.0 



1.0 

1.0 

0.9999 

0.9983 

0.9893 


9 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.999 



1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


n 

5\p 

0.01 

0.05 

0.1 

0.2 

0.25 

0.3 

0.4 

0.5 

15 


0.8601 

0.4633 

0.2059 

0.0352 

0.0134 

0.0047 

nnniiüi 

0 


1 



0.549 

0.1671 

0.0802 

0.0353 


0.0005 


2 

llt’&ilii 

ESI 

0.8159 

0.398 

0.2361 

0.1268 

0.0271 

0.0037 


3 

1.0 

E " 

0.9444 

0.6482 


0.2969 

0.0905 

0.0176 


4 

1.0 





0.5155 




5 

1.0 


0.9978 


0.8516 





6 

1.0 


0.9997 

0.9819 

0.9434 


in>m:i 

E 


7 

1.0 


1.0 

0.9958 

0.9827 



1 


8 

wwm 


1.0 


0.9958 

iijukski 


0.6964 


9 

ITi : » 

1.0 

1.0 


0.9992 

0.9963 

0.9662 



kb 




1.0 

0.9999 

0.9993 

0.9907 



m 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.9981 

0.9824 


ELI 

1.0 



1.0 

1.0 

1.0 

0.9997 

0.9963 


13 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9995 


14 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 
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Tables 


n 

• s\P 

0.01 

0.05 

0.1 

0.2 

0.25 

0.3 

0.4 

0.5 

20 

0 

niim * iira^itWEwai 

0.0115 

0.0032 

0.0008 

0 

0 


0.9831 0.7358 


0.999 0.9245 


Bill I II il 1 1 Hlil 


0.0076 0.0005 


0.0913 0.0355 


0.9841 0.867 0.4114 0.2252 0.1071 1 0.016 


.4148 

.6172 


.25 

.4159 

.5956 

.7553 

.8725 


0.9435 


0.9998 0.9987 




0.0013 


0.0059 


0.0207 


0.9976 0.9133 

0.7858 


0.8982 


1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

nnr 

Hl 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


0.7483 


- ■ - 

EEMMaEESl 




0.9984 

0.9793 


1.0 

0.9997 

0.9941 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9987 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9998 

1.0 



1.0 


n 5 \ p 


0.25 

0.3 

0.4 

0.5 

0.0008 

0.0001 

0 

0 


25 0 


1 


13 


14 


15 1.0 


16 1.0 


17 1.0 


18 1.0 


19 1.0 


20 


21 1.0 


0.7778 


0.9742 


0.998 


0.9999 


1.0 


1.0 

1.0 

1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


0.2774 


0.6424 0.2712 


0.0982 0.0321 


i ma c 

E 


.7636 

.902 

.9666 

.9905 

.9977 


0.9995 

0.9999 

1.0 


1.0 


1.0 




0.0004 


0.0024 0.0001 


0.8909 


0.9532 

0.9827 

0.9944 


0.9985 


0.9996 


0.2137 


0.3783 


0.5611 


0.7265 


0.8506 
' 0.9287 
' 0.9703 


0.9893 


0.9966 


0.9998 


1.0 


0.0905 


0.1935 


0.3407 


0.5118 


0.6769 

0.8106 

0.9022 


0.0736 0.0073 
0.1536 0.0216 


0.2735 0.0539 


0.4246 


IKIbMÜ 


0.9825 


0.9982 


0.9995 


0.9999 


0.8462 


0.9222 


0.9656 


1.0 1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


1.0 


1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


0.9957 


0.9988 


999 


0.9999 


1.0 


0.345 


0.5 


0.655 


0.7878 


0.8852 


0.9461 


0.9784 


0.9927 


0.9995 


9999 


1.0 
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n s\p 


50 0 


1 


2 


3 


0.01 0.05 0.1 


0.605 0.0769 


0.9106 


0.3 

0.4 

0 

0 


0.9992 


0.9998 


jjjjgjl 

ES 

.4437 

0. 


b 


0.0183 


0.7107 


0.8139 


I Ë M ■ 


0.9692 


0.3816 0.139 0.0057 


0.511 0.2229 0.0133 


0.3279 0.028 


0.4468 0.054 


0.8369 0.5692 0.0955 


0.6839 0.1561 


0.9449 0.7822 


0 


0.0002 


0.0005 


0.0013 


0.0033 


0.9975 


EMIEESiaiiEEllŒÏ 


0.9997 


0.9999 


1.0 


1.0 


1.0 


0.4465 


0.9937 0.9522 0.561 


0.9974 0.9749 0.6701 


0.999 0.9877 0.766 


0.0595 


0.1013 




0.9991 0.9427 
0.9997 0.9686 


0.9405 


||H;j 


0.9986 

0.9995 


0.9998 


0.9999 


1.0 

1.0 


1.0 


fflEEsra 

lidH 


IMÏÏrM 


0.9995 


0.9998 


1.0 
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n s\p 0.01 0.05 


100 0 0.366 0.0059 


1 | 0.7358 | 0.0371 


2 


3 0.9816 0.2578 


0.9966 


0.1 


0 0 


0.0003 0 


0.0019 0 


IL 

.766 

0 

.872 


EM 


0.9718 
88 


0.9957 


0.9985 

0.9995 

0.9999 

1.0 


0.0576 


0.1172 


0.2061 

0.3209 

0.4513 


.5832 


0.703 


0.8018 

0.8761 

0.9274 

0.9601 


0.9794 

0.99 




i iiIMiH i 
HTiTiTV 


0.0003 

0.0009 

0.0023 


57 

26 


0.0253 0.001 
0.0469 0.0025 
0.0804 0.0054 
0.1285 0.0111 


0.1923 

0.2712 


0 


0 

0.0001 

0.0002 

0.0004 


0.001 


0.4602 


0.9992 0.5595 0.1488 




1.0 

1.0 

IIEH 

IIE» 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


0.2864 


0.8109 0.3711 


25 

42 


0.9658 


98 


0.9888 0.8505 


.9939 0.8962 
.9969 0.9307 


0.0165 


0.0288 


0.0479 


0.0755 


0.1631 


0.2244 


0.2964 


0.3768 


0.4623 


.549 

.633 


12 _ 

24 | 0 
46 


0.0084 0 


0.0148 0 


0 


35 

1.0 

36 

1.0 

37 

1.0 

38 

1.0 

39 

1.0 

40 

1.0 


.8371 

.8839 



0.0009 

0.0018 

0.2386 

0.0033 

0.3068 

0.006 

0.3822 

0.0105 


9993 0.979 
9997 0.9875 


























































































































































































Table 2 
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n 

s\p 

0.01 

0.05 

0.1 

0.2 

0.25 

0.3 

0.4 1 0.5 

lüü 

41 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.9928 

0.6225 

0.0443 


42 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.996 

0.6967 

0.0666 


43 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9979 

0.7635 

0.0967 


44 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9989 

0.8211 

0.1356 


45 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9995 

0.8689 

0.1841 


46 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9997 

0.907 

0.2421 


47 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.9362 

0.3086 


48 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.9577 

0.3822 


49 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9729 

0.4602 


50 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9832 

0.5398 


51 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.99 

0.6178 


52 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9942 

0.6914 


53 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9968 

0.7579 


54 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9983 

0.8159 


55 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9991 

0.8644 


56 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9996 

0.9033 


57 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

l.Ü 

0.9998 

0.9334 


58 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 

0.9557 


59 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9716 


60 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9824 


61 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9895 


62 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.994 


63 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9967 


64 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9982 


65 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9991 


66 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9996 


67 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9998 


68 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

0.9999 


69 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 
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Table 3 : Fonction de répartition II de la loi de Poisson V(X) : 

nw - «- 1 1 v ■ 


s\X ü.l 0.2 0.3 0.4 I 0.5 0.6 


0 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 


0.9825 0.9631 0.9384 0.9098 


0.9998 I 0.9989 


1.0 0.9999 0.9997 0.9992 0.9982 


1.0 | 1.0 0.9999 

1.0 1-0 1.0 0.9999 

TÏÏ |TÔ |TÔ 1.0 


s \ A 


0 


0.8 I 0.9 


0.4493 0.4066 


0.8088 0.7725 


0.9526 0.9371 


0.9865 



0.1353 

0.0498 


0.0025 



0.406 

0.1991 


0.0404 

0.0174 



0.6767 

0.4232 

mm 

0.1247 

0.062 


hiwiii:W1 

0.6472 

0.4335 

0.265 

0.1512 

0.0818 


0.8153 

0.6288 

0.4405 

0.2851 

0.173 


0.9834 

HftH.TliireEîl 

0.616 

0.4457 

0.3007 

0.9999 

0.9955 

0.9665 

0.8893 

0.7622 

0.6063 

0.4497 

1.0 

0.9989 

0.9881 

0.9489 

0.8666 

0.744 

0.5987 

1.0 

0.9998 

0.9962 

0.9786 0.9319 

0.8472 

0.7291 

Bm> v 

1.0 

0.9989 

0.9919 

0.9682 

0.9161 

0.8305 

HTTB g 

1.0 

0.9997 


0.9015 



0.9999 


0.9991 0.9945 


9997 0.998 


9999 0.9993 


0.9998 


Han 


0.9995 


inml 

\mmmM 


8 

9 

0.0003 


i mm 

0.0138 

0.0062 

0.0424 

imvwM 

0.0996 


0.1912 

0.1157 

0.3134 

0.2068 

0.453 

0.3239 

lu*:»#! 

0.4557 

0.5874 

0.706 


0.9362 

0.8758 

0.9658 

0.9261 


0.9963 

0.9889 

0.9984 

0.9947 



1.0 


1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 


0.9999 I 0.9996 


1.0 0.9998 


1.0 0.9999 


1.0 1.0 









































































































































































